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Zusammenfassung/Abstract Simulationen im BereichTdehnischen Akustik

Zusammenfassung

Ein akustisches bzw. ein gekoppeltes mechanischtiskhes System lasst sich mathematisch
durch Differentialgleichungen und entsprechendedRadingungen exakt beschreiben. Damit
das Modell eines solchen physikalischen Systems @ainputerunterstiitzung simuliert
werden kann, muss dieses Modell diskretisiert werdgeim kommerziellen Programm
COMSOL Multiphysics erfolgt diese Diskretisierungf &8asis der Finite-Elemente-Methode
(FEM). Die FEM zerlegt die Geometrie des Modelldimte (endlich viele, endlich kleine)
Elemente, welche wiederum eine diskrete Anzahl awot&h (raumlichen Abtastpunkten)
aufweisen. Des Weiteren werden auch die Differi@giéechungen und die Randbedingungen
diskretisiert.

Diese Diplomarbeit ist folgendermal3en aufgebautchNainer kurzen Einleitung werden
zunachst die in der Arbeit bendtigten physikaliscli&rundlagen der Festkérper-Mechanik
und der Akustik sowie die mathematischen Grundlagden FEM erklart. Weiters wird
gezeigt, welche Einstellungen in COMSOL Multiphgsierfolgen missen, wenn ein
physikalisches System aus dem Anwendungsbereichatdgmischen Akustik modelliert und
simuliert werden soll. Anhand von drei Simulatioasipielen werden daraufhin die einzelnen
Modellierungsschritte demonstriert, die jeweiligétarameter-Werte festgelegt und die
Simulationsergebnisse dieser drei Beispiele diskiuti Eine Zusammenfassung der
wichtigsten Erkenntnisse der gesamten Arbeit undAdesblick auf ein geplantes Industrie-
Projekt runden die Arbeit ab.

Abstract

An acoustical system or a coupled system consigtirfgpth an acoustical and a mechanical
part can mathematically be exactly defined by d#iftial equations and boundary conditions.
In order to simulate the model of such a physigatesn by the use of a computer programme,
this model has to be descretised. When using themmcial software COMSOL
Multiphysics, this discretisation is implemented e basis of the finite element method
(FEM). This method decomposes the geometry of thdeminto a finite number of finitely
small elements, which have a discrete number ofesanl spatial sampling points. The
differential equations and boundary conditionsdaseretised as well.

This diploma thesis has been written in Germanisstiuctured as follows: The first chapter
gives a short introduction, and in the second @rape physical principles of solid mechanics
and acoustics are discussed. The third chaptersakie mathematics of the finite element
method, and the fourth chapter shows which settimg@OMSOL Multiphysics are required
for the modelling and simulation of a physical systin the field of acoustic applications. The
fifth chapter demonstrates all the modelling stepgshe basis of three simulation examples.
Besides, all the parameter values are determirreelaich of the examples, and the simulation
results are discussed. The sixth chapter coverditlaé conclusion of this thesis and an
outlook on a planned industrial project.
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Simulationen im Bereich der Technischen Akustik Einleitung

1 Einleitung

1.1 Motivation

Das akustische Verhalten einer Maschine oder eteebnischen Gerates spielt in der
Industrie eine grof3e Rolle, da es sich darauf aWswikann, fiir welches Produkt sich eine
Kundin oder ein Kunde bewusst oder unterbewussthatdet.

Daher wird bei der Produktentwicklung haufig dasisilsche Verhalten im Rahmen der
gegebenen finanziellen und physikalischen Mdglidiekeoptimiert. Ein Optimierungs-Ziel
kann beispielsweise sein, die von einer Schallguabgestrahlte Schallleistung mdglichst
gering zu halten. Ein weiteres in der Praxis haubgkommendes Optimierungs-Ziel ist die
Ausbildung stdrender Innenraummoden (z.B. in ein&mraftfahrzeug) moglichst zu
unterbinden.

Fiur eine solche akustische Optimierung ist abegimem bestimmten Entwicklungsstadium

eine Einschéatzung der Schallabstrahlung bzw. dimredéenden Innenraummoden des Produkts
erforderlich. Hierbei ist eine Rechner-gestutzten8ation, mit der die Werte akustischer

bzw. physikalischer Parameter an verschiedenem@rtdRaum graphisch dargestellt werden
kénnen, eine grol3e Hilfe. Beispiele fir solche RPex@r sind etwa der Schalldruckpegel bei
einer bestimmten Frequenz oder die Normalbescldeugi (die Beschleunigung normal auf

die Oberflache) einer bestimmten Struktur zu eigemissen Zeitpunkt.

Die Software COMSOL Multiphysics[CM], mit der die Simulationen in dieser Arbeit
realisiert werden, arbeitet auf Basis demite-Elemente-Methode (FEM)Wesentliche
Vorteile der FEM gegenuber anderen numerischen [8trons-Methoden sind deren
Flexibilitdt und Genauigkeit. So kénnen z.B. aksdte Parameter wie der Schalldruck
sowohl im Innenraum eines mit Luft geflillten Kérpeals auch aul3erhalb davon berechnet
werden. Im Vergleich dazu erlaubt beispielsweise Randelementmethode (boundary
element methodBEM), bei der das von einer schwingenden Oberflachétienteé Schallfeld
berechnet wird, keine Beschreibung des Schallfelisiebinenraum des Korpers. AuRerdem
darf die BEMnur unter Freifeldbedingungen angewendet werden, wahdie FEM auch
andere Randbedingungen zulésst (siehe [AfMF], K3p.Im Vergleich zur in der Praxis
ebenfalls haufig eingesetztémnite-Differenzen-Methode (FDMjefert die FEM aulRerdem
mindestens gleich genaue, meistens jedoch sogér exaktere Ergebnisse (siehe [TFEM],
Kap. 3.3).
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1.2 Aufgabenstellung

Wie der Titel dieser Arbeit z.T. schon verrat, sdikse Arbeit erklaren, wie mit Hilfe des
Hauptprogramms und des akustischen Moduls der Fadiekien SoftwareCOMSOL
Multiphysics, Version 4.0&imulationen im Anwendungsbereich der TechniscAkustik
ermoglicht werden.

Im Rahmen einer Literatur-Recherche sollen zunadiesnotwendigen Grundlagen, die fur
diese Arbeit bendtigt werden, ausgearbeitet werBexzu gehéren zum einen physikalische,
d.h. insbesondere mechanische und akustische @Ggerdl Des Weiteren soll aufgezeigt
werden, wie die Finite-Elemente-Methode funktioni&tin gutes Verstandnis der FEM ist
namlich bei der praktischen Modellierung und Sirtialain COMSOL Multiphysics von
erheblichem Vorteil, da einige der einzustellen®anameter im Programm direkt mit dieser
Methode zusammenhangen.

Es sind weiters drei Simulationsbeispiele auszui@npe die einen Einblick in die
Arbeitsweise der Software geben und mit praktiscemwendungen im Bereich der
Technischen Akustik in Zusammenhang stehen sollen.

Neben COMSOL Multiphysics [CM] sind fur alle Abbidgen in dieser Arbeit ausschlief3lich
die Programm®&IATLAB[ML], CoreIDRAWCD] undPaint[MP] zu verwenden.

1.3 Gliederung der Arbeit

In diesem einleitenden Kapitel ging es zunachsairdagKap. 1.1), zu erlautern, aus welchen
wirtschaftlichen Grinden Simulationen im Anwendumggeich der Technischen Akustik
sinnvoll erscheinen. AuRerdem wurde in Kap. 1.1gegt, warum die Finite-Elemente-
Methode zur Simulation verwendet wird. Kap. 1.2dbeeb die Zielsetzung der Arbeit. Das
vorliegende Kap. 1.3 soll einen groben Uberblickeyg wie diese Arbeit gegliedert ist.

In Kap. 2 wird auf die physikalischen Grundlagengeigangen, die fir diese Arbeit bendtigt
werden. Kap. 2.1 erklart grundlegende Begriffe, defen Basis in Kap. 2.2 und Kap. 2.3
jeweils mechanische und akustische Grundlagen eiteewerden.

In Kap. 3 wird der mathematische Hintergrund denitEiElemente-Methode (FEM)
beschrieben. Kap. 3.1 zeigt awarum das Modell eines physikalischen Systems in einem
Simulationsprogrammdiskretisiert und im Zuge dessen in sogenanfiteite Elemente
unterteilt wird, die wiederum eine diskrete Anzam Knoten (raumlichen Abtastpunkten)
aufweisen. Wie diese finiten Elemente im Detailimieft und aufgebaut sind, wird in Kap.
3.2 diskutiert. Kap. 3.3 erklanyie das Modell eines physikalischen Systerametzt d.h. in
finite Elemente zerlegt wird. In Kap. 3.4 wird diésung des Modells behandelt, bei der die
Werte physikalischer Gro3en (wie z.B. des Schatkkun Luft oder der Verschiebungen in
einem Festkorper) an endlich vielen, diskreten BamkdenKnotendes Modells, berechnet
werden. Das Postprocessing, das in Kap. 3.5 gemakiért wird, ermdglicht schlief3lich eine
graphische Darstellung der Simulationsergebnisse.
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In Kap. 4 werden die Einstellungen beschrieben,bdieder Modellierung und Simulation
eines physikalischen Systems in COMSOL Multiphystcszunehmen sind. Kap 4.1 gibt
einen Uberblick Uber die wichtigsten Fenster deftv@oe. Da sehr viele Parameter-
Einstellungen im Programm erst mdglich sind, naohdris einem so genannt&ontext-
Meni eine bestimmte Option ausgewéahlt wurde, wird ip.K&?2 speziell auf diesen Begriff
eingegangen. Die Kapitel 4.3 bis 4.8 behandeln ijseweinzelne Schritte, die bei der
Modellierung und Simulation eines physikalischenst8gns in COMSOL Multiphysics
nacheinander abzuarbeiten sind.

In Kap. 5 werden drei akustische Simulationsbelspiéskutiert. In Kap. 5.1 wird zu Beginn
die Hardware genannt, die fir diese Simulationglielis verwendet wird. Weiters wird
erklart, aus welchen Grinden welche SimulationglEs ausgewahlt werden. Am Ende von
Kap. 5.1 wird auf die Gliederung der Kapitel 5. [%.4 eingegangen, die wiederum die
einzelnen Simulationsbeispiele jeweils separathredoen.

Am Schluss der Kapitel 2, 3, 4 und 5 befindet $gteils eine Zusammenfassung der Inhalte
des jeweiligen Kapitels (diese Zusammenfassungéspeathen also den Kapiteln 2.4, 3.6,
4.9 und 5.5).

Kap. 6 fasst die wichtigsten Ergebnisse der AripeKap. 6.1 nochmals kurz zusammen und
gibt in Kap. 6.2 einen Ausblick auf ein geplanteslustrie-Projekt, das auf dieser Arbeit
aufbaut.

Die Referenzen in Kap. 7 sind eine Auflistung allgteraturquellen, Software-Pakete
und -Dokumentationen sowie Internetseiten, die demi Erstellung der Arbeit verwendet
wurden.

Der Anhang A beinhaltet den MATLAB-Code, der bei Bestellung einiger Abbildungen aus
den Kapiteln 2 und 3 verwendet wurde.

Im Anhang B befindet sich ein Dateienverzeichniss dine Ubersicht tiber alle Dateien gibt,
die mit dieser Arbeit in direktem Zusammenhangesteh
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2 Physikalische Grundlagen

In dieser Arbeit werden physikalische Systeme imwAndungsbereich der Technischen
Akustik simuliert und analysiert. Ein solches phgdisches System ist immer entweder
ausschlieflich akustischer Natur oder es handgitwin ein gekoppeltes System, das sowohl
eine mechanische als auch eine akustische Komporaemiveist. In diesem Kapitel werden
die physikalischen Grundlagen aufbereitet, die &ie Modellierung eines derartigen
physikalischen Systems in einem Simulationsprograbenotigt werden. Im Zuge dessen
werden zunéchst die BegriffSimulationsmodell Domanen physikalische Variablen
Eigenfrequenz-AnalyssndFrequenzbereichs-Analyskefiniert und erklart. Darauf aufbauend
werden anschlie3end die theoretischen GrundlageRrastkdrper-Mechanik und der Akustik
erortert.

2.1 Grundlegende Begriffe

Ein physikalisches System wird in einem Simulatmogramm durch eisimulationsmodell
beschrieben. Letzteres wird haufig auch einfécilell genannt.

Ein Simulationsmodell enthalt wiederum ganz allgenene oder mehrerBomanen Eine
Doméne beschreibt ein dreidimensionales, zusammegehédes Teilgebiet des Modells. Jede
Doméane wird einem bestimmten Doménen-Typ zugeorddet Domanen-Typen unter-
scheiden sich dadurch voneinander, dass untersichiedifferentialgleichungen und bzw.
oder Randbedingungen zur mathematischen Beschrgilbiigser herangezogen werden.
Eventuell haben diese Differentialgleichungen (uddmit auch die Domanen-Typen)
aulBerdem verschiedene abhéngige Variablen. Da dfeseblen physikalische GréRRen
beschreiben, werden sie im Folgengégsikalische Variablegenannt.

Pro Simulationsmodell werden in dieser Arbeit bis drei verschiedene Domanen-Typen
verwendet:

* Auf jeden Fall enthélt das Modell eine oder zweustische Domanen, deren Medium
(jeweils) Luft bei einer Temperatur vo20° C ist. Die Schallgeschwindigkeit betragt in

diesem Fallc =343m /s, die Dichte der Lufto =1, 2kg/m?® (siehe [RA], Kap. 2.1).
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» Eine weitere, optionale Doméne ist eine PML (Pélfddatched Layer). Dabei handelt es
sich um eine virtuelle Domane, die zwar selbst dayisch nicht vorhanden ist, mit deren
Hilfe aber die Simulation einer physikalischen Ragdingung ermdglicht wird: Bei dieser
Randbedingung handelt es sich um einen reflexiomsarAbschluss auf der auf3eren
Randflache der (aul3eren) akustischen Doméne (Kighe2.3.1.3 und Kap. 2.3.2.5).

* Auch eine mechanische Doméne ist optional. Wensedieoméne jedoch in einem
Modell dieser Arbeit bendtigt wird, dann bestelet aus einem Festkorper, der aus einem
isotropen, linear-elastischen Material gefertigt is

Die (endliche) Anzahl der physikalischen Variablereiner Doméane wird mit, bezeichnet,

wobei der IndexD die Domane angibt. Die beiden akustischen Domamerden mit
D =akl und D =ak2, die mechanische Doméane mil =m und die Perfectly Matched
Layer mit D = PML bezeichnet.

Jede physikalische Variabll, (i::L...,lD < 3) wird folgendermaf3en als komplexe, zeit-
harmonische GroRRe mit der Frequefibzw. mit der Kreisfrequenaw = 277f angesetzt:

l_]‘ = Ui (567 f7t) = [ji (567 f) @jfd = l}i (567 f) @j[%i(i’f%wt] (21)

1 il

In Gl. (2.1) bezeichnel/, (x,f) die Amplitude der physikalischen Variablé an der Stelle

=[x y 2|  beider Frequenz, wobeix, y und z die dreidimensionalen, globafen
kartesischen Koordinaten des Modells sind. Die etaerschiebungg,, (%,f) gibt die

Phasenlage der physikalischen Variable (an deteStebei der Frequenz ) zum Zeitpunkt
t=0s in [rad] an.

Wenn die Fourier-Transformation auf Gl. (2.1) angedet wird, verschwindet der Terer
und man erhalt fur die physikalische Varialile bei der Frequenz an der Stellex im

Frequenz-Bereich:
U, =U,(5f) = F{U, (& £,0)} = U, (& f) 2+ @2)

Die physikalischen Variable®, (i=1,...,, <3) aus Gl. (2.1) bzw. Gl. (2.2) kénnen zu
folgendem physikalischen Variablen-Vektor zusamneéssgst werden:

Qzﬁg .U

=Ip

I 1,3 (2.3)

! Neben dem globalen, kartesischen Koordinatensystenden in dieser Arbeit auch verschiedene lokale
Koordinatensysteme verwendet. Auf diese wird in Hapiteln 3.2.3 und 3.4.4 nadher eingegangen.
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Physikalische Grundlagen Simulationen im BereiahTaeehnischen Akustik

Falls eine mechanische Doméne im Modell enthakgrsind die physikalischen Variablen in
dieser Domane die Verschiebungenv undw in den jeweiligen kartesischen Koordinaten-

richtungenx, y und z. Es gilt in einer mechanischen Doméane dlse{ =3. Fasst man

die drei Verschiebungen zu einem Vektor zusammeneriédlt man im Zeitbereich den
Verschiebungsvektor:

u] [a(%F) i (% f) &)
U=a=i(%f,t)=| v |=|0(&f) |@& =| o(%f) ™) |/ (2.4)
w] |@(%f) (%, f) @)

Im Frequenzbereich hat der VerschiebungsvektoFdien:

P f) LZ(Sc,f) [/ (%)

%f)|=| (% F) *) (2.5)
(%)) ()@t

I
1
N1
1
ISy
=
~
N
I
g I g
I
1S I IS

In einer akustischen Domane und in der PML, fatiztere im Modell vorhanden, ist die
einzige physikalische Variable der Schalldrygkin [Pa] . Dort gilt also jeweils/,, =1 und

ausl_7 wird ein 1x 1-Spaltenvektor, d.h. eine skalare Groé(3e.

Im Zeitbereich ist der Schalldruck in einer akugdien Domane oder PML wie folgt definiert
[siehe GI. (2.1)]:

=p=p(&fit) = p(&f) @™ = p(z,f) @™ (2.6)

I

Durch Fourier-Transformation von Gl. (2.6) erhdlamfur den Schalldruck im Frequenz-
bereich:

U=p=p(xf)=p(% )" (27)

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein physikalischest&ysiiber sein Modell immer auf eine der
beiden folgenden Arten analysiert: Werden Eigenfesgen und dazugehorige Eigenmoden
des physikalischen Systems evaluiert, so wird \Kigenfrequenz-Analysgesprochen.
Werden im Simulationsmodell des physikalischen &yst hingegen die Werte der
physikalischen Variablen bei fix vorgegebenen Fesgen ausgewertet, wobei das System
mit einer Quelle (z.B. Schallquelle) angeregt wist,der Analyse-Typ di€requenzbereichs-
Analyse

Die Eigenfrequenz-Analyse wird (in dieser ArbeityisachlieBlich fur den akustischen
Doménen-Typ betrachtet, wahrend die Frequenzberdidalyse auch auf die beiden anderen
Doméanen-Typen angewendet wird.
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2.2 Mechanische Grundlagen

2.2.1 Differentialgleichungssystem flr die Verschiebungen

Die physikalischen Variablen in der Festkdrper-Matk sind die Verschiebungen, v und
w . Diese kdnnen zum Verschiebungsvekiorzusammengefasst werden (siehe Kap. 2.1).

Eine Verzerrung ist unter der Voraussetzung kleiMarschiebungen folgendermalien
definiert (siehe [FKL], Kap. 2.3.1):

£ 14 % +62‘” far und ¢ (2.8)
=-Ul—*+— =X,Y,2 =x,Y,2 .
v 2oy oc cTmY Y

In dieser Gleichung bezeichneq und ¢ jeweils eine der drei globalen, kartesischen
Koordinatenrichtungenc, y oder z. Die beiden GroRBent, und u, stellen jeweils die
Verschiebungen in Richtung und ¢ dar, d.h. sie entsprechen jeweils einer der drei
physikalischen Variablem , v oderw . Aus Gl. (2.8) kann unmittelbar geschlossen werden
dassg,, = ¢, gilt und dassg,, dimensionslos ist.

Sind in Gl. (2.8) die beiden Richtungenund ¢ gleich (¢ =¢), erhalt man die Dehnung
(Normalverzerrungk,, , £,, oder g, . Sind die Richtunger und ¢ hingegen voneinander
verschieden {#¢ ), so ist das Ergebnis die Schubverzerrugg, £, oder g, . Die

Scherungy.

V., V,. odery, entspricht der doppelten Schubverzerr@ig, , bzw. 2[£,, bzw.
20, .

Gl. (2.8) kann auch als Gleichungssystem (GlsNiatrix-Vektornotation formuliert werden,
wobei in diesem Fall alle sechs Verzerrungen (@ehnungen und drei Scherungen) zu
einem Verzerrungsvektor zusammengefasst werden:

éyy
c, “
£=| " |=S0v|=S&E (2.9)
Ve
w
¥,
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Im Gls. (2.9) bezeichnet diéx3 - Matrix S einen Differentialoperator, der wie folgt defirtier
Ist:

i00

0x

Oaio‘a 9 o7
’ % % %% %%
Ooai xa 3}6 )

S = “I=zlo £ o0 X2 2 o 2.10
iio dy ox 0z (2.10)
dy O
O PR R B
o 9 9| | 0z dy Ox |

0z Oy
9 5 9
| 0z 0x |

Weitere wichtige GréRen in der Mechanik sind dierNalspannungew__, g, ¢, und die

—xx ! =yy’

Schubspannungerr,,, r.. (siehe [FKL], Kap. 1.2). Sowohl Normal- als auch

—yz ! —=x

Schubspannungen Werden[iN/mz] angegeben.

In dieser Arbeit wird immer davon ausgegangen, dasd-estkorper aus linear-elastischem,
isotropem Material gefertigt ist. In diesem Fallngén die Normalspannungen mit den
Dehnungen uber folgende Beziehung zusammen:

g :—E E + VE [ﬂg + &£ +—(() =
= 1+ VE' = 1- 2|],E =5 =Yy

i (1+v,) Elﬂal— 20,) Eﬁ(l‘VE) E +v; e, +§fz)]

(2.11)

far ¢=x,y,2 Y=xy,2 {=xy,2 CZY#*{

Die griechischen Buchstabef, ¢ und ¢ in Gl. (2.11) bezeichnen jeweils eine der drei
kartesischen Koordinatenrichtungeny y oder z, wobei alle drei Koordinatenrichtungen
voneinander verschieden sein musser ( # (). Die GroReE gibt den Elastizitatsmodul
in [N/m2] an, v, bezeichnet die Querdehnungszahl und ist dimerisi@nEine genauere

Definition der beiden letztgenannten Grof3en unck diterleitung von Gl. (2.11) fur alle
Normalspannunger, ., g,, und g,, befindet sich in [FKL], Kap. 3.1 bis 3.4.
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Die Schubspannungen sind, falls das Material detkEers linear-elastisch und isotrop ist,
mit den Schubverzerrungen bzw. Scherungen wie f@dnupft:

E E
r,6——— = far =Xx,¥,2 =x,Y,2 Z 2.12

In Gl. (2.12) bezeichnerw und ¢ kartesische Koordinatenrichtungen analog zu GB)(2
wobei sich die beiden Richtungen jeweils voneinandderscheiden musse £ ¢ ). Da

unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen=¢, gilt [siehe Gl. (2.8)], kann aus
Gl. (2.12) unmittelbar gefolgert werden, dasg, =z, ist. In [FKL], Kap. 3.4 ist eine

Herleitung von Gl. (2.12) fur alle drei Schubspamgenz, , 7, und z,, enthalten.

In Vektor-/Matrixschreibweise konnen die Zusammewg zwischen Spannungen und
Verzerrungen, die durch die beiden Gleichungenl{2uhd (2.12) beschrieben wurden, wie
folgt zusammengefasst werden:

. 2

gyy é_yy

g £
g=|"=|=CcE=Cl (2.13)

Ixy ny

Lyz Zyz

L IZJC . sz

Im Gls. (2.13) istg der Spannungsvektor, der sich aus den Normal-Saidibspannungen
zusammensetzt. Die Matri& wird Elastizitatsmatrixgenannt und berechnet sich zu:

1-v, v Vg 0 0 0

Ve 1-vp Vg 0 0 0

Vi Ve 1-vg 0 0 0

_ E 0 0 o 172 0 0

C il >

(1+v,){1-2w,) ,

0 0 0 o 172 0
2

0 0 0 0 o 1 22%
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In jedem Punkt im Festkérper herrscht jeweils elai€¢hgewicht von Kraften, das sich aus
dem Reaktionsprinzip ergibt (siehe [FKL], Kap. ludd Kap. 1.2 sowie [TFEM], Kap. 3.4
und Kap. 16.2.2):

25 7 — —
P, atlz_t+rm PL _gr [&-f; =0

ot
(2.14)
S —
0_2 6_@ i 0 0 i 0 i —x
ot? ot 0x dy oz | |9, £ 0
0% v 0 o o o
D= |+r, D=|-| 0 — 0 — — 0|0°=|-|f |=|0
P 0 |7 e oy - ox oz o || .
O’w ow 9 o ol|z | U=
; 0 0 — 0 — ||
K Lot ] | 0z dy Ox]| |1, |

Im Gls. (2.14) bezeichnep  die Dichte des Festkorpers. Wird diese mit dercBlesinigung
0% /0t* multipliziert, so erhalt man die d’Alambertscheagheitskraft pro Volumen. Die
GroRRer,, beschreibt einen Reibwiderstadt] pro Volumen und hat die Einheﬁt]\/’s/m“]

(vgl. [EA], Kap. 2.1 und Kap. 2.2.4). Der Vekt@g :[fo I8y EBZ]T gibt die Korperkraft

pro Volumen (distributed body force), die von auf@eh den Korper einwirkt, in der Einheit
[N/m3] an. Die Komponenten dieses Vektors sind jeweilambaische Grol3en, die

dieselbe Frequenz wie die Verschiebungen aus deracMebungsvektor (2.5) aufweisen
(siehe [CMUGA40], Kap. 14, S. 496f).

Durch Einsetzen des Gleichungssystems (2.4) in Rifferentialgleichungssystem (2.14)
ergibt sich:

(- p,, + jwiz, )G -S" @~ f, =0 (2.15)

Werden in dieses Gleichungssystem wiederum dieshei@leichungssysteme (2.13) und (2.9)
in der angegebenen Reihenfolge eingesetzt, ertsiltsohlieRlich das folgende Differential-

gleichungssystem flr den Verschiebungsve&l@r[g v w]T:

(-2 p,, + jwi, ~S" [CB)E~f, =0 (2.16)

Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewigsdass im Folgenden die beiden
Gleichungssysteme (2.15) und (2.16) immer im Freghbereich betrachtet werden, d.h. es
wird der Verschiebungsvektar nicht nach Gls. (2.4), sondern nach Gls. (2.5¢tiemet.
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2.2.2 Mechanische Randbedingungen

2.2.2.1 Allgemeines

Beim Simulationsbeispiel ,Hohler Zylinder* aus Kap4 sind diemeistenRandflachen des

Festkorpers der mechanischen Doméane von Luft unmgebeler sich Schall ausbreitet. Auf
diesen Randflachen gilt die mechanische Randbed@giie in Kap. 2.2.2.2 behandelt wird.
Auf dem Boden des Festkdrpers aus Kap. 5.4 wertohgeden die Verschiebungen, v und

w jeweils mitOm vorgegeben (siehe Kap. 2.2.2.3).

Wenn das physikalische System inkl. der mechanmsdheméne mit der Finite-Elemente-
Methode simuliert wird, sind die mechanischen Rawitigungen mit dem Differential-
gleichungssystem (2.15) bzw. (2.16), so wie in Kag.1.1 erlautert, verknupft.

2.2.2.2 Schalldruck als Last

Bei dieser Randbedingung wird flir die mechanisch@m@ne ein Lastvektor
f:[lx i, t }T auf der gemeinsamen Randflache einer mechanisachéreiner akusti-

=z

schen Doméne vorgegeben, wobei die Last durch dball8ruck am Rand der akustischen
Doméne bewirkt wird (siehe [TFEM], Kap. 18.2.3 J@RUGA40], Kap. 6, S. 170):

zx mx
t=\|¢ |=-n,pb=-|n,, |[p (2.17)
L, n

mz

Im Gls. (2.17) sindn,,, , n,,, undn, die Komponenten des Vektors, , der im betrachteten

Punkt normal auf die Randflache steht und nachmufRé. von der mechanischen Doméne
weg gerichtet ist (siehe Abb. 2.5 in Kap. 2.3.2Dpr Vektor -7, zeigt daherin die

mechanische Domane. Wie aus diesem Gls. hervorgetht, eine Zugkraft pro Flache
(traction per unit area) und wird somit in der Ei’ll’[N/mz] angegeben.

Die Komponenten ¢, (¢ =x,y,z) des Lastvektors hangen mit den Normal- und
Schubspannungen wie folgt zusammen (siehe [TFEM}p. 6.2.4):

te=n, o, +n,, U, +n,r,

(2.18)
fur ¢=x,y,2 ¢Y=xy2z {=xy2z G(FtY*{

Aus GIl. (2.18) ist zu erkennen, dass nur jene (@der insgesamt sechs) Normal- und
Schubspannungen, die in die Richtung gerichtet sind, mit . zusammenhangen

(c=x,y,z). Und auch von diesen drei Spannungen leistet jsve@me Spannung nur dann

einen Beitrag zuz_, wenn jene Komponente des Vektatg, mit der diese Spannung
multipliziert wird, ungleich Null ist.
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Da, wie bereits erwahntz , =7, gilt, kann Gl. (2.18) in Vektor-/Matrixschreibweis
folgendermaf3en formuliert werden:

T
g
Lx nmx O 0 n’my O nmz >
- g
t=|¢,|=| 0 n, O n, n, O [];ZZ =G" [ (2.19)
L O 0 an O nmy nmx i
3
—yz
L L |

Die Matrix G im Gls. (2.19) stellt also die Verbindung zwischexrst- und Spannungsvektor
her. lhre Komponenten sind Nullen und die Kompoeeres Vektors:, . Wenn die Matrix
G aus dem Gils. (2.19) mit dem Differentialoperdorder nach dem Gils. (2.10) definiert ist,

verglichen wird, so féllt auf, dass sich die Nullarden MatrizenG und S an den gleichen
Stellen befinden.

2.2.2.3 Vorgegebene Verschiebungen

Bei dieser Randbedingung werden bestimmte Wertdi@i¥erschiebungen , v undw auf
jener Randflache, auf der die Randbedingung Gidtidiat, vorgeschrieben.

In der Praxis wird haufig der Spezialfall eirfedierten Randbedingungngewendet, bei der
alle Verschiebungen auim gesetzt werden, d.h. auf der entsprechenden Raheflgilt in
diesem Fall:

u Om
i=|v|=|0m|=0m (2.20)
w Om

Wird das Gls. (2.20) in das Gls. (2.9) eingesetaigt sich, dass bei einer fixierten
Randbedingung auch alle Normal- und Schubverzeemirmu Null werden. Wird dieser

Verzerrungsvektorg =0 wiederum in das Gls. (2.13) eingesetzt, verschernduch alle
Normal- und Schubspannungen:

N/m?=0N/m? (2.21)

I
1
1

Yz

o O O O O o
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2.3 Akustische Grundlagen

2.3.1 Differentialgleichungen fir den Schalldruck

2.3.1.1 Frequenzbereichs-Analyse einer akustischen Doméne
Das Medium einer akustischen Domane (Luft B&fC) wird in dieser Arbeit immer als

verlustlos angenommen. Das Schallfeld in diesest#then Doméane lasst sich dann ganz
allgemein durch folgende Differentialgleichung fdien Schalldruckp beschreiben (siehe

[CAUGA40], Kap. 3, S. 82ff):

p@z 6t [E D]]pj (2.22)

Die skalare, im Allgemeinen komplexe Groe in Gl. (2.22) ist eine optionale Monopol-

quelle in [1/32] ; ist keine Monopolquelle vorhanden, wi@i= 0 gesetzt.

Analog zum Schalldruck in Gl. (2.6) gilt bei Bethdiegng zeitharmonischer Wellen fur die
Monopolquelle im Zeitbereich:

Q=Q(%/,1)=Q(xf) @™ =Q(z,f) e 2.29

Durch Fourier-Transformation von Gl. (2.23) ergsinth fur die Monopolquelle im Frequenz-
bereich:

Q =Q(%,f)=Q(& f) @™ (2.24)
Wenn Gl. (2.6) in Gl. (2.22) eingesetzt wird, etlmahn die Helmholtz-Gleichung:
_ %’ 0 g-Lmp =g (2.25)
ple P —) =

Im Folgenden wird Gl. (2.25) im Frequenzbereictrdmgttet, d.h. fur den Schalldrugk wird
Gl. (2.7) und fur die Monopolquelle Gl. (2.24) veamdet.

Da in dieser Arbeit die Temperatd? und der Luftdruckp_ in einer akustischen Doméane
immer jeweils als konstant angenommen werden,ush alie Dichtep in dieser Domane
konstant. Somit lasst sich GI. (2.25) umformen zu:

g£+DT|]]£:g£+AB:k2£+AB:—p@ (2.26)

Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@ 21



Physikalische Grundlagen Simulationen im BereiahTaeehnischen Akustik

Ein Beispiel fur eine Monopolquelle ist eine Scha#lle, die sich im Punkt
o =[%g Yo zQ]T befindet und durch den Schallflugs gekennzeichnet wird (fir eine

Definition und Beschreibung des Schallflusses vainddieser Stelle auf [RA], Kap. 2.1 und
[EA], Kap. 2.5 verwiesen):

Q=Q(%f)=wgy’ (i-%,) = wg & B (7 -7,) (2.27)

Die raumliche Dirac-Funktion in Gl. (2.27) ist felgdermal3en definiert:

|_\
—=—
3 |-
w
| |
—
c
=
K
1
K
I

o
—0
3 \.-x

w
| |

—h

C

-

R

H

R
£

Eine solche Monopolquelle nach Gl. (2.27) wird im8lationsbeispiel ,Hohler Zylinder* in
der akustischen Domanb = ak2 benttigt (siehe Kap. 5.4). Diese akustische Donidsst
sich mathematisch durch jene inhomogene Helmhdkitcung beschreiben, die man erhalt,
wenn Gl. (2.27) in Gl. (2.26) eingesetzt wird:

Kp+0p=-plioly 87 (% - %) (2.28)

Ist hingegen keine Monopolquelle in einer akus&schDomane vorhander(@=0),
vereinfacht sich Gl. (2.26) zur homogenen Helmh@teichung:

k’p+0p=0 (2.29)

Fur die mathematische Beschreibung des Schallfefdeer akustischen DomanB = akl
wird (im Rahmen dieser Arbeit) stets Gl. (2.29)wendet. Eine ausfuhrlichere Herleitung
dieser Gleichung befindet sich in [RA], Kap. 2.2.4.
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2.3.1.2 Eigenfrequenz-Analyse einer akustischen Doméane

Wenn im Rahmen dieser Arbeit Eigenfrequenzen irereakustischen Domane berechnet
werden, handelt es sich bei dieser Domane um dRam, der von schallharten Wénden
umgeben ist. Die Eigenfrequenzen dieses Raumesrealen dessen Resonanzfrequenzen.

Im einfachen Fall eines leeren Quaderraumes kaneiffilbestimmtes Wertetripeh, , m,,
m, jeweils eine Eigenfrequenz nach folgender Formalydisch berechnet werden:

f(mmy,m.) =2 (7} +("Z—] +(";J (2.30)

x y z

Hierbei sind die einzelnen Werta_ 1N, (¢ =x,y,z), wobei mindestens eim_ von Null
verschieden sein muss. Die Grof¥n [, und [, geben die Abmessungen des Raumes an.
Eine Herleitung von Gl. (2.30) befindet sich in [RKap. 2.3.2.

Die Komplexitat der Berechnung der Eigenfrequenwéml in der Regel deutlich groRer,
wenn der Raum befullt wird, d.h., wenn beliebigagefte Objekte in ihn eingebracht werden.
Eine analytische Berechnung der Eigenfrequenzedaish meist nicht mehr praktikabel. In
diesem Fall werden in der Praxis daher die Eigenfgazen meistens numerisch berechnet.

Der Eigenweft A, des Raumes hangt mit dessen Eigenfrequgnzbzw. mit der
Eigenkreisfrequenzv tiber folgende Beziehung zusammen (vgl. [TFEM], Kefp4.3):
A, = =(2nf)" = 4Pf? (2.31)

eig

Es werden nur jene diskreten Wertg, Eigenwerte bzw. nur jene diskreten Frequengen

Eigenfrequenzen genannt, fur die die Losung degefuden Gleichung fur den Schalldruck
nicht p =0Pa an allen Punkten im Raum ist (vgl. [CAUGA40], KapS. 18f):

A
i P =g (2.32)

c

2 Sowohl Wellenléangen als auch Eigenwerte werdemlen Literatur (blicherweise mi# bezeichnet. Um
Verwechslungen dieser beiden Grof3en auszuschlieéemien alle Eigenwerte in dieser Arbeit duraf)
ausgedrickt, wahrend (ohne den Zusatz ,eig“) immer eine Wellenlangerksichnet.

% In der Literatur ist der Begriff ,Eigenwert* nichginheitlich festgelegt: In [CAUG], Kap. 1, S. 18frd
A, = ~i2mf gesetzt, was ganz offensichtlich nicht der Defnitnach Gl. (2.31) entspricht. Im Rahmen dieser

Arbeit wird jedoch einheitlich die Definition ausFEM], d.h. Gl. (2.31), verwendet.
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Wenn Gl. (2.32) der Gl. (2.29) gegenilbergestelitdwist zu erkennen, dass es sich bei
Gl. (2.32) um eine homogene Helmholtz-Gleichungdedtn Die Lésung dieser Gleichung fur
einen bestimmten Eigenwert (bzw. fur eine bestimtenfrequenz) liefert eine Eigenmode,
die eine definierte Form, aber eine undefiniertepimde hat. Die Eigenmode wird auch
einfach Mode genannt. Bei der Berechnung von Eigetem werden per Definition keine
Monopolquellen verwendet.

Regt eine Schallquelle einen Raum an, dann musLQdile, je ndher man sich einer
Resonanzfrequenz des Raumes nahert, umso leiselenyedamit ein gewisser ortlich
gemittelter Schalldruckpegel im Raum nicht Gbensthr wird.

2.3.1.3 Frequenzbereichs-Analyse einer PML (Perfectly Matchd Layer)

Eine Perfectly Matched Layer bzw. PML ist eine pkgtsch nicht vorhandene Domane,
innerhalb der Schallwellen stark absorbiert werdsh.eine akustische Doméne von einer
PML umgeben, lasst sich dadurch an der auR3erenflRainel der akustischen Doméne ein
reflexionsarmer Abschluss erreichen.

In Abb. 2.1 ist ein reflexionsarmer Halbraum in dgr-Ebene beiy =0m dargestellt: Der

Boden beiz = 0m ist eine schallharte Wand, wahrend die 4 Seitedeamd die Decke des
reflexionsarmen Halbraumes von einer PML umgebed. sbie aul3eren Randflachen der
PML werden in den beiden Simulationsbeispielenkays. 5.2 und Kap. 5.4, in denen jeweils
reflexionsarme Halbrdume modelliert werden, alsaBoharte Wande implementiert.

Perfectly Matched Layer (PML) Opar
Z.

3 Akustische Doméne 5
PML PML

Abb. 2.1: Akustische Domane (hellblau) und PML (gelb) in &&eney = 0m
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In der PML des reflexionsarmen Halbraumes aus Rbb.sollen die Schallwellen in den
Koordinatenrichtungerg (c:x,y,z) maoglichst stark absorbiert bzw. kaum reflektiegrw
den. Erreicht wird dies, indem innerhalb der PME tbhlgendeKoordinatentransformation
angewendet wird, wodurch man die komplexen Kootding, (50 :gc,zc,gc) erhalt (vgl.

[PMLs], Kap. 3):

¢ =¢-jl¢-¢ E@ign(c)]ag%mc (I¢-<) (2.33)

In Gl. (2.33) bezeichnet; (cl. in,yl.,zi) die Koordinate des inneren PML-Randes in
Richtung¢ (siehe Abb. 2.1) und wird ifrn] angegeben.

Die Signum-Funktion aus Gl. (2.33) ist wie folgfideert:

-1 fir ¢<C
sign(¢)=40 fur ¢=¢( (2.34)
+1 fiur ¢>C

Die Einheitssprung-Funktiomc(c) aus Gl. (2.33) liefert, abhangig von ihrem Argumen
entweder den Wert O oder den Wert 1:

uc(C)={O ar o= (2.35)

1 fur ¢=C
Fir die Wahl der Dampfungs-Konstangg,, in Gl. (2.33) gilt ganz allgemein die Bedingung
{SPML D]R|3PML > O} . In Anlehnung an [CAUG], Kap. 2, S. 34f wikg,,, im Rahmen dieser
Arbeit immer folgendermalien festgelegt:

-2 (2.36)

S
PML
5PM L

In Gl. (2.36) gibtd,,,, die PML-Breite an, welche die Einhgiz] hat (siehe Abb. 2.1). Wird
Gl. (2.36) in Gl. (2.33) eingesetzt, erhalt man:

¢ =¢-jd—" ign < Dz—ﬁt (ld-4) (2.37)

JPM L
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Unter Bertcksichtigung der Gleichungen (2.34) uh8%) kann Gl. (2.37) alternativ wie folgt
angeschrieben werden:

c—jBCJr—Ciﬁ far ¢<—¢
5PML k

¢ fir —-¢ <¢<g¢ (2.38)

c—jB;_—CiDzkﬂ far §>¢

PML

Eg)
1

Kommen in einem Modell fir eine bestimmte kartdstsskKoordinate¢ nur Werte¢ =0 vor,
vereinfacht sich Gl. (2.37) zu:

S =c—jB¢5_—C"sz£Btc(lcl-ci) (2.39)

PML

Bei den beiden Simulationsbeispielen ,Subwoofets(&ap. 5.2) und ,Hohler Zylinder” (aus
Kap. 5.4), fur die im Rahmen dieser Arbeit reflasgsarme Halbrdume und (damit
einhergehend) PMLs bendtigt werden, ist Gl. (2j8®ils fur ¢ = z gultig (siehe Abb. 2.1).

Beim Simulationsbeispiel ,Subwoofer kommen aus deiKap. 5.2.2 genannten Griinden in
der Geometrie des Modells, die letztendlich in CAASMultiphysics implementiert wird,
aulBerdem auch nur Werte>0 und y=>0 vor. Somit kann beim ,Subwoofer* die

Koordinatentransformation nach Gl. (2.39) fur altei kartesischen Koordinaten angewendet
werden (siehe auch Kap. 4.4.2.2).

Aufgrund der Einheitssprung-Funktion aus Gl. (2.3&nn Gl. (2.39) alternativ auch
folgendermaf3en angeschrieben werden:

¢ fir H¢<g
= -C 2.40
ST ESET o 40

PML

Wenn in Gl. (2.29) die reellen kartesischen Kooatim x, y und z jeweils durch die
komplexen Koordinaterx,, y, und z, aus Gl. (2.37) bzw. Gl. (2.39) ersetzt werdengakrh
man die Differentialgleichung fir das Schallfeldeimer PML.:

’°p 9°p 9°p
Fp+—=+—=+—==0 241
Plo T2 e (240

Um zu veranschaulichen, wie mit Hilfe der komplexi€nordinatentransformation nach
Gl. (2.37) bzw. Gl. (2.41) die Dampfung in der PMireicht wird, wird die Schallausbreitung
einer zunadchst ebenen Welle betrachtet, die diequerez f bzw. die Wellenzahl

k=2mf/c hat, sich vom Ortx =0m aus in positiverx-Richtung ausbreitet und an der
Stelle x = x; in die PML eintritt (siehe [PMLs], Kap. 3.1).
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Wenn die Phasenverschiebung der ebenen Wglle-Orad betragt, berechnet sich der
Schalldruck in deakustischen Domérien Frequenzbereich am Ort zu*:

Pt (%)= P2/ = p2’ [9p#3] _ 5 prinn (2.42)

Den Schalldruck in der PML erhalt man, indem in @l42) fir den Bereich
x, S x < x, + 0y, die reelle Koordinate: durch die komplexe Koordinate, ersetzt wird:

p x ) =ﬁ@-ﬂk@c =l§@-ﬂk@c (2.43)

L PML (—C

Auf der einen Seite wird durch diesen ,Koordinatentsel* der Schalldruck in der PML so
stark gedampft, dass nicht mehr von einer ebenelteVgesprochen werden kann (siehe
Abb. 2.2). Auf der anderen Seite ist jedoch die lidhkeit der beiden Gleichungen (2.42) und
(2.43) Kklar ersichtlich. Die Schallwelle, die sicim der PML, d.h. im Bereich
x, Sx < x, + 0y, IN positiver x-Richtung ausbreitet, wird daher Folgenden alsbene

PML-Wellebezeichnet.

Dass diese ebene PML-Welle die Differentialgleiap(@41) auch tatsachlich erfullt, l1&asst
sich wiederum zeigen, indem Gl. (2.43) in Gl. (2.dihgesetzt wird:

Kep+ 0%p &/ ™% . 0%p L& /™= N 9°p L&/ ™%
- 63_62 622 6502

C c

- kZ @ @_jm@c _ k2 g} @—j@@c =0

Wird Gl. (2.40) in GI. (2.43) furg = x bzw. ¢ =x, eingesetzt, so lasst sich der Schalldruck

in der PML in Abhéangigkeit der reellen Koordinatewie folgt ausdriicken [man beachte,
dass in diesem Beispiel nur der Falb x; aus Gl. (2.40) benétigt wird]:

_ﬂk[%x_j o ﬁkﬂ} _(g_%)m” BE
P (x)=ple PML ® 1 =pOe “PML &/ (2.44)
Dampfungsterm

Dass in Gl. (2.44) ein ortsabhangiger, exponengéieklingender Dampfungsterm auftritt, ist
letztendlich auf die imaginéare Einheitin Gl. (2.40) zuriickzufihren. Das ist auch derr@lru
warum die Koordinatentransformation komplex sein ssju da eine rein reelle
Koordinatentransformation keine Dampfung in der Pb&wirken wirde.

Wie aus den Gleichungen (2.42) und (2.44) unmigtelierausgelesen werden kann, ist die
Phasenverschiebung sowohl in der akustischen Donadsmeauch in der PML jeweils
klk=2mflk/c.

4 Es wird fiir diese Arbeit willkiirlich festgelegtass die an die PML angrenzende akustische Doméh (i
Vorhandensein von 2 akustischen Doménen in eineieM)}ammer mit D = ak1 bezeichnet wird.
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Abb. 2.2: Schalldruck in akustischer Doméne (hellblauer Hiriend) und in PML (gelber Hintergrund) mit
x; =2m, Opy; = 2m und p = 1Pa; oben: f = 343Hz , Mitte: f =1kHz, unten:f = 2615Hz

In Abb. 2.2 wird der Schalldruck jeweils einer ebenWelle im Bereich der akustischen
Doméne, d.h. fur & < x < x, auf hellblauem Hintergrund dargeste(it, = 2m). Im oberen
Teilbild wird f =343Hz, im mittleren Teilbild f =1kHz und im unteren Teilbild
f =2,615kHz jeweils als Frequenz der ebenen Welle gewahlt.ieckamplitude wird in
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allen drei Teilbildern mit p =1Pa angenommen. Weiters wird in jedem Teilbild von
Abb. 2.2 der Schalldruck in der PML, d.h. fiif < x < x; + 3 (Opy, = 2m), auf gelbem

Hintergrund gezeigt. Der Schalldruck wird also &r ékustischen Doméne nach Gl. (2.42)
und in der PML nach Gl. (2.44) berechnet, wobebertiicksichtigen ist, dass der physikalisch
vorhandene Schalldruck nur dem Realteil der kongldxdsung entspricht:

Par1 (%) = D{Bakl (x)} bzw. Py (x) = D{I_OPML (x)}

Aus Abb. 2.2 geht hervor, dass der Schalldruck Hgbargang zwischen akustischer Doméne
und PML, d.h. in der Ebene = x; stetig verlauft [vgl. Randbedingung nach Gl. (.58

Kap. 2.3.2.5]. Dies ist darauf zurtickzufiihren, dassder Stellex = x; der Imaginarteil der
komplexen Koordinatec, Null wird, weswegen dork, = x = x; gilt [siehe Gl. (2.39) bzw.

Gl. (2.40)]. Dadurch wird der Dampfungsterm in @.44) zul und man erhalt fir den
Schalldruckpy,,; (x;) = pu. (x;) = p(x;) [siehe auch GI. (2.42)].

Die Frequenzen sind in Abb. 2.2 so gewahlt, dass Sidalldruck p(xi) aufgrund der

jeweiligen Phasenverschiebung an der Stellex; genau einemPa (siehe Abb. 2.2 oben),
ca. 0,5Pa (siehe Abb. 2.2 Mitte) oder annéherfBa (siehe Abb. 2.2 unten) entspricht.

Abb. 2.3 zeigt im oberen Teilbild den SchalldruaggleL,, und im unteren Teilbild die
Phasenlagep,, jeweils einer ebenen PML-Welle in Abhangigkeit \aer x -Koordinate (fur
x; Sx < x; +0pyyr,). In der Abbildung werden dieselben Werte fur &arameter wie in

Abb. 2.2 verwendet, d.hx; = dpy;, =2m, p =1Pa und die betrachteten Frequenzen sind
343Hz, 1kHz und 2615Hz .

Wie an Abb. 2.3 bzw. an Gl. (2.44) zu erkennenwstt sich die Frequenz der ebenen Welle,
die in die PML eintritt, nur auf die Phasenla@g(x) der ebenen PML-Welle aus. Der

Schalldruckpegel in der PML ist von dieser Frequenlikkommen unabhangig, weswegen die
Schalldruckpegelverlaufe fuB43Hz und 1kHz mit dem Schalldruckpegelverlauf fur
2615Hz ident sind und daher die blaue und die rote Limieoberen Teilbild der Abb. 2.3

von der grinen Linie verdeckt werden. Dass in ddiL Bomit eine frequenzunabhangige
Dampfung erreicht wird, ist letztendlich darauf zekzufiihren, dass der Imaginarteil der
komplexen Koordinatex, in Gl. (2.40) indirekt proportional zur Wellenzakl bzw. zur

Frequenzf gewahlt wurde.

Diese Eigenschaft der frequenzunabhangigen Damp#aregn wesentlicher Vorteil der PML
gegeniber der Modellierung der auReren Domane biorBer: Bei letzterer Methode ist
namlich bei tiefen Frequenzen Anpassung nicht ngelgeben, was wiederum bewirkt, dass
die Schallwellen an der &ufReren Randflache dertiskhen Doméane zum Teil reflektiert
werden (siehe [TA], Kap. 2.2.4 und Kap. 2.4.2).
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Abb. 2.3: Schalldruckpegel (oben) und Phasenverschiebungriuj@weils einer PML-Welle mit
x; =2m, Opy; = 2m und p = 1Pa; Frequenzenf =343Hz, f =1kHz und f = 2615Hz

Es wird nun der Einfluss der PML-Breit®,,, auf den Schalldruckpegelverlauf bzw. auf die

Dampfung in der PML behandelt. In Abb. 2.4 wird dérlauf des Schalldruckpegels der
ebenen PML-Welle gezeigt, wend,,, 1m (blau), 2m (rot) oder 2,6m (grin) ist. Als

Werte fir die Parametex; und p werden dieselben wie in Abb. 2.2 verwendet. Der

Schalldruckpegel an der Stelle der inneren Randflater PML entspricht dem Schalldruck-
pegel der ebenen Welle in der akustischen Domane:

p p 1
L, (x=x)=200og| £ |= 2000 = 20log| ———— |~ 9uB
s ==
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Abb. 2.4: Schalldruckpegelverlauf einer ebenen PML-Welledigé PML-Breiten
Opyz, = 1m, pyyy, = 2m und Sy, = 2,6m; x, =2m und p =1Pa

Die Normierung vonx —x; auf J,,, in Gl. (2.40) bewirkt, dass der Dampfungsterm in
Gl. (2.44) auf der aul3eren Randflache der F’(MEixl. +5PML) von J,,,, unabhangig ist:

_(xi+5PML_xi)[2”

e opu =e 272 -55dB

Dass der Dampfungsterm diesen Wert wi” annimmt, die Dampfung also casdB
betragt, ist auf die Wahl des Z&hlers in Gl. (28@)ickzufuhren.

Daher betragt der Schalldruckpegel an der Stelted,,,, in Abb. 2.4 jeweils:
L, (x =, + Oy, ) = 91dB - 554B = 36GIB

Die resultierende Dampfung zwischen innerer undeéerd Randflache der PML, d.h.
zwischen x; und x; +0pyy, ist also bei analytischer Berechnung des Schalkdru

unabhangigvon der PML-Breite. In Kap. 3.3.7 wird jedoch d#fraingegangen, warum
dieses analytische Ergebnis bei der numerischemeimentierung der PML mit der Finite-
Elemente-Methode nicht (exakt) zutrifft und warune desultierende Dampfung umso
schwacher wird, je dunner die PML-Breide,,; ist.

Dieses einfache Beispiel, bei dem von einer ebénetie in der akustischen Domaéane
ausgegangen wurde, dient, wie bereits erwahntgliedi der Veranschaulichung, wie mit
Hilfe von komplexen Koordinaten eine Dampfung inexi PML erreicht werden kann. Bei
komplexeren akustischen Problemstellungen bzw. kampgeren Wellenformen in der an

die PML angrenzenden akustischen Doméne steigt Al#iwand einer analytischen

Berechnung des Schallfeldes in der PML sehr starkDée Berechnung des Schallfeldes in
der PML erfolgt dann numerisch.
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Zum Abschluss dieses Kapitels soll die Differemfigichung fur die Berechnung des
Schallfeldes in einer PML, Gl. (2.41), so umfornedliwerden, dass diese nicht mehr von den
komplexen Koordinaterx,, y, und z , sondern von den reellen, kartesischen Koordinaten

x, y und z abhangt (vgl. [PMLs], Kap. 3.2 und Kap. 3.4). [3#nn dahinter ist erstens die

bessere Vergleichbarkeit der Differentialgleichunig allen anderen Differentialgleichungen
aus den Kapiteln 2.2 und 2.3 [besonders hervorgeghddei in diesem Zusammenhang
Gl. (2.29) aus Kap. 2.3.1.1]. Zweitens wird in Kap.4 von Differentialgleichungen
ausgegangen, die ausschlie3lich Ableitungen naatesischen Koordinaten enthalten.
Drittens sind Ableitungen nach reellen Koordinatéhlicher bzw. gebrauchlicher als
Ableitungen nach komplexen Koordinaten. Gl. (2ird also umformuliert zu:

2 2
dp, 1 9p_

0=+ ==
a£ 2 axZ ay 2 ayZ az 2 622
o M o
Die Ableitung jeweils einer komplexen Koordinatg = x,,y,,2z, nach der entsprechenden

reellen, kartesischen Koordinate= x, y,z ergibt sich flr den ersten oder fir den dritteh Fa
aus Gl. (2.38)¢ < —¢; oder¢ >¢;) bzw. fiir den zweiten Fall aus Gl. (2.4Q)>¢;) zu:

oc. . .1 2m

2
2+16p1

Kp 0 (2.45)

Fur den zweiten Fall aus Gl. (2.3@}@ <¢< g) bzw. fir den ersten Fall aus Gl. (2.40)
(0<¢<g) ist die Ableitung jeweils einer komplexen Koordima;, = x,,y,,z. nach der
entsprechenden reellen, kartesischen Koordigater, y, z :

=1 fur |¢<g
Die letzten beiden Gleichungen lassen sich wiet fmligammenfassen:

0
S =1—jaiazﬂmc(|c|—ci)E%ign(Icl-Ci) =1-15i9@‘3<(|4|‘9)

ac 5PML k 5PML k
Die Funktions_ (¢) wird also wie folgt definiert:
. 0 fur c¢< (
= = 2.4
s () =ulo)mien() =] 1 €2 (240

Da 0° = 0 bzw. 1* = 1 ist, folgt aus Gl. (2.46) wiederum:

s;(¢€)=s.(¢)

32 Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@



Simulationen im Bereich der Technischen Akustik ydtkalische Grundlagen

Unter Bericksichtigung der letzten Gleichung liefdas Quadrieren und anschlie3ende
Invertieren des Ausdrucksc, /0¢:

Hasﬂz . : -

% [asj 1o 2 2B dl=6) 4 s(d-<)]
’ Opur, [ 5IEMLUBZ

1

} AT 41
1- - 3. (|d -
J |:EJPML UE J;ML ngj ‘ (|C| Cl)

Durch Einsetzen der drei AusdrUckb’(agc/ax)z, 1/(620/63/)2 und 1/(agc /az)2 in

Gl. (2.45) erhalt man somit schlie3lich folgenddf@entialgleichung flr den Schalldruck in
einer PML:

k* Op + =+
g AT AP 0x®
1-17 5 5 l]?x(x|—xi)
5PML |]3 5PML |]3
1 9°
5Ly (2.47)
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2.3.2 Akustische Randbedingungen

2.3.2.1 Allgemeines

Im Folgenden werden verschiedene akustische Ramgjuedjen diskutiert, die im Rahmen
dieser Arbeit bendétigt werden (siehe [CAUGA40], Kasowie [TFEM], Kap. 18.2.2 und vgl.
[PMLs], Kap. 3.1).

Die in Kap. 2.3.2.2 beschriebene Randbedingung auifceinerinneren Grenzflachelie eine
unendlich dinne Wand innerhalb einer (in dieseni &lalistischen) Doméne bezeichnet,
angegeben.

Die in den Kapiteln 2.3.2.3 bis 2.3.2.5 behandeRamdbedingungen werden hingegen auf
den Randflacheneiner akustischen Domane angewendet, wobei in Kap.2.4 bzw.
Kap. 2.3.2.5 vorausgesetzt wird, dass eine bendehlmaechanische Domane bzw. PML
vorhanden ist. Die in Kap. 2.3.2.3 beschriebenalftirte Wand wird aul3erdem auch fir die
aul3ere Randflache einer PML benutzt.

In Abb. 2.5 sind zwei akustische Domanen, eine raesiche Domane und eine PML
dargestellt, deren Randflachen jeweils durch roteieb symbolisiert werden. In der

Abbildung bezeichnet , = [an np, nDz}T im betrachteten Punkt auf der Randflache der

jeweiligen DomaneD (D = PML,akl,m,ak2) den von dieser Domanseg gerichteten
Normalvektor auf dieser Randflache. Der Vekteti,, zeigt daherin die jeweilige

DoméaneD . Die ganz rechte rote Linie in Abb. 2.5 bezeicheiae schallharte Wand, auf der
rechten Seite der PML befindet sich keine weiteoenBne mehr.

Eine innere Grenzflache innerhalb einer Doméane wirdbb. 2.5 durch eine griine Linie
dargestellt. Im betrachteten Punkt auf der innégeeenzflache der Doman® bezeichnet
1, p :[nwx n; by ni,Dz:IT den von der Seite =1 bzw. i =2 weg gerichteten Normal-
vektor auf dieser inneren Grenzflache.

akustische mechanische akustische Perfectly Matched
Doméne 2 (D=ak2) Domine (D=m) Doméne 1 (D=akl) Layer (D=PML)

=% - = =

| Ny -n, n, Ny Dy “Dpyy Dpy
<4—> <4—> . N <4—> <4+—F >
0y g Dy
i . <« ‘ >
n,( -0, Ny My DNpyy, ~Npyyr
<4—> <4+—> <4+—>

Abb. 2.5: innere Grenzflache in einer akustischen Domarijgend Randflachen von Doméanen (rot)
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Wenn eine PML an eine akustische Doméne angretiztdig Randbedingung, dass der
Schalldruck der jeweils einen Domane dem Schallddér anderen Doméne entspricht (siehe
Kap. 2.3.2.5).

Bei den Randbedingungen in den Kapiteln 2.3.2.22[8s2.4 handelt es sich uReumann-
RandbedingungerDabei wird auf dem Rand der jeweiligen Domdnedie Normalableitung
der physikalischen Variable, in diesem Fall alse Niormalableitung des Schalldrucks

vorgegeben (siehe [PDGL], Kap. 5.3). Die Normaldibigy des Schalldrucks entspricht dem
auf den Normalvektor (der Doméde) projizierten Gradienten des Schalldrucks:

ﬁg DDB = ENeumann gNeumann gegeben)

Die Randbedingung in Kap. 2.3.2.5 ist hingegen &@m&hlet-Randbedingungdie auf dem
Rand der jeweiligen Domane die physikalische Vagiain diesem Fall alsp vorgibt (siehe

[PDGL], Kap. 5.3):

pP= fDirichlet Kpirieniee 9€9€DEN)

Sofern die Simulation des physikalischen Systenes die Finite-Elemente-Methode erfolgt
(wie das in dieser Arbeit der Fall ist), stehen dlaistischen Randbedingungen mit den
Differentialgleichungen aus Kap. 2.3.1, so wie enKapiteln 3.4.2.1.1, 3.4.2.2.1, 3.4.2.3.1
und 3.4.3.1 beschrieben, in Verbindung.

2.3.2.2Vorgegebene innere Normalbeschleunigung

Bei dieser Randbedingung wird auf beiden Seiten1(2) einerinneren Grenzflache der
akustischen Doméan® = akl jeweils eine innere Normalbeschleunigung vorgegeben:

T — —T —
o1 DDB =-pla,, a1 DDB =-pla,,
— =T =pnT
in - n’l,akl @O bZW' C—an - n’Zakl E@O (248)
a,,="-q, = Mg

Die Groliea, = [ng Qg QOJT ist ein Beschleunigungsvektor in der Eini{e’n/sz]

Man beachte, dass durch diese Randbedingung elr@l@elle simuliert werden kann. Z.B.
wird in Kap. 5.2 die Beschleunigung der Membran esinSubwoofers durch diese
Randbedingung festgelegt. Die Membran wird dakeeirdinitesimal diinn angenommen, was
wiederum bewirkt, dass diese nicht durch eine a@gerechanische Domane modelliert
werden muss.
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2.3.2.3 Vorgegebene Normalbeschleunigung

Analog zu Kap. 2.3.2.2 wird auf einBandflacheder akustischen Domé&ne = akl oder der
PML (D =PML), wenn eine solche im Modell vorhanden ist, einegmabeschleunigung

a, vorgegeben:
iy Mp = -pla,

(2.49)
Qn = fig @O

Beim Spezialfall, dass die Normalbeschleunigung mit =0m/s* bzw. der

Beschleunigungsvektor mi, = [O 0 O]T m/s® vorgegeben wird, wird die Randflache als

schallharte Wandbezeichnet. Auf einer schallharten Wand gilt sordie folgende
Randbedingung:

A% Mp =0 (2.50)

2.3.2.4Vorgegebene Normalverschiebung

Diese Randbedingung wird auf einer Randflache deistischen DomaneD = akl bzw.
D =ak2 angewendet, wenn die Randflache diese Doméane wman mechanischen trennt.
Die Normalverschiebung, wird auf der Randflache aus den mechanischen Wiefsengen

u, v undw ebenda wie folgt berechnet:

u, =1, W (2.51)

Wenn GI. (2.51) zweimal nach der Zeit abgeleitetiy.h.

0’u _ =T ZL:L

=Zn

n
ot? b= a¢?

berechnet wird, erhalt man auf der Randflache @gehde Normalbeschleunigurag) :
a, =-w &) @

Letztere gibt, multipliziert mit-1 und mit der Dichte der Lufp, die Normalableitung des
Schalldrucks am Rand der akustischen DomBreakl bzw. D = ak?2 vor:

fip Mp = p &S iy, (@ (2.52)
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2.3.2.5 Gleicher Schalldruck in akustischer Domane und PML

Wie bereits erwahnt, wird, wenn im Modell eine PMarhanden ist, diese Randbedingung
auf der gemeinsamen Randflache der akustischen Bol& akl und der PML verwendet.
Der Schalldruck der einen Doméne entspricht darirdeser Randflache dem Schalldruck
der jeweils anderen Domane:

D = Parr = Ppur = Paripmr (2.53)

Durch die Implementierung der Doméne, die die akaseé Domane umgibt, als PML, kann
bei Anwendung dieser Randbedingung ein reflexionsar Abschluss der akustischen
Domane erreicht werden. Das liegt daran, dass mRML eine starke Dampfung der
Schallwellen erzwungen wird (siehe Kap. 2.3.1.3).

2.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zunachst grundlegende iBegtefiniert: Es wurde erlautert, dass
sich das Modell eines physikalischen Systems inrerehDomé&nen aufteilen lasst. Die
unbekannten Parameter der Differentialgleichungéi®, diese Domanen mathematisch
beschreiben, sind die physikalischen Variablen. Bieei in dieser Arbeit verwendeten
Analyse-Arten eines physikalischen Systems sind dieequenzbereichs- und die
Eigenfrequenz-Analyse.

FUr eine mechanische Doméane wurde, ausgehend eorel mechanischen Verschiebungen
und einem linear-elastischen, isotropen Festkorger Differentialgleichungssystem fiir die
Verschiebungen in den drei kartesischen Koordinatletungen hergeleitet. Dieses
Differentialgleichungssystem beschreibt ein Glewhight von Kréaften. Die Randbedingung
auf einer Randflache, die sich die mechanische Demmiit einer akustischen Domaéne teilt,
besagt, dass auf dieser Randflache fir die meatt@i®omane ein Lastvektor vorgegeben
wird. Dieser Lastvektor entspricht dem Produkt demsh nach innen gerichteten Normalvektor
auf diese Randflache und dem dort (auf der Ranuficvorhandenen Schalldruck, der
wiederum durch die jeweilige, angrenzende akustisblom&ne bewirkt wird. Auf einer
Randflache, dieausschliel3lichdie mechanische Doméne begrenzt, werden hingegen (
Rahmen dieser Arbeit) die mechanischen Verschielruimgmer jeweils miDm vorgegeben.

In einer akustischen Domane héngt die genaue Zusasetzung der Helmholtz-Gleichung,
d.h. der Differentialgleichung fir den Schalldruakavon ab, ob in der Domane eine
Monopolquelle vorhanden ist oder nicht: Wenn dies Ball ist, ergibt sich auf der rechten
Seite der Gleichung ein Stoérterm, die Helmholtzi€ieng wird also inhomogen. Wird in der

Doméne hingegen keine Monopolquelle verwendet, wiedHelmholtz-Gleichung homogen.

In einer Eigenfrequenz-Analyse wird formal die guidche Eigenkreisfrequenz durch den
Eigenwert ersetzt und es darf per Definition nwe kdomogene Helmholtz-Gleichung fir die
Berechnung der Eigenmoden herangezogen werden. Nifigegen eine Frequenzbereichs-
Analyse durchgefihrt, kann in der akustischen Dareiinch eine Monopolquelle und damit
die inhomogene Helmholtz-Gleichung benltzt werdddie Randbedingungen einer

akustischen Domane geben auf den verschiedenen- Remd inneren Grenzflachen der

Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@ 37



Physikalische Grundlagen Simulationen im BereiahTaeehnischen Akustik

Doméane entweder die Normalableitung des Schalldgry®eumann-Randbedingung) oder
den Schalldruck selbst (Dirichlet-Randbedingung) vo

Eine PML (Perfectly Matched Layer) ist eine virleeDomane, die die (aul3ere) akustische
Doméane umgibt und mit deren Hilfe ein reflexionsarmAbschluss an der &uf3eren
Randflache der angrenzenden akustischen Domaneh¢merden kann.

In der PML wird auf die kartesischen KoordinatemeeiKoordinatentransformation
angewendet. Da der Sinn der PML eine moglichst hadpfung der Schallwellen ist, muss
diese Koordinatentransformation komplex sein, deh shur der Imaginarteil auf den
Dampfungsterm auswirkt. Dadurch, dass dieser Indagih indirekt proportional zur
Wellenzahl bzw. zur Frequenz gewahlt wird, wirdziendlich eine frequenzunabhangige
Dampfung in der PML erreicht. Durch die Normieruwhes Imaginarteils auf die PML-Breite
wird aul3erdem bei analytischer Betrachtung der RiidLresultierende Dampfung zwischen
innerer und aul3erer Randflache der PML unabharayigier PML-Breite.

Der Realteil der komplexen Koordinatentransfornmaiio der PML entspricht der jeweiligen
kartesischen Koordinate. Durch diese Wahl des Biéalerreicht man, dass nicht nur
innerhalb der PML die Phase des Schalldrucks koigihich verlauft, sondern, dass diese
Phase und in der Folge auch der Schalldruck salfdrdem an der inneren Randflache der
PML, d.h. an der gemeinsamen Randflache mit destaainen Domane, eindeutig definiert
ist.

Basierend auf der komplexen Koordinatentransfownatvurde, in Analogie zur homogenen
Helmholtz-Gleichung einer akustischen Doméne, eiDdferentialgleichung fir die
Berechnung des Schallfeldes in einer PML hergeleite

Im nachsten Kapitel wird die Modellierung und Siatidn eines physikalischen Systems mit
der Finite-Elemente-Methode (FEM)ehandelt. Im Zuge dessen wird auch darauf
eingegangen, wie die in diesem Kapitel vorgestell@Efferentialgleichungen und Rand-
bedingungen der Domanen so umgeformt werden, dad8iffierentialgleichungen mit Hilfe
eines digitalen Computers approximativ gelést werkiinnen.
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3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM)

3.1 Zerlegung eines Modells in finite Elemente

Die folgende Einleitung in die Finite-Elemente-Made (FEM) ist inhaltlich an [TFEM],
Kap. 1.1 angelehnt.

Oft ist ein physikalisches System zu komplex, assdsein gesamtes Verhalten in einem
einzigen Schritt erfasst werden konnte. Ein solcBgstem wird daher haufig durch ein
Modell beschrieben, das die Geometrie des physiktadin Systems wiedergibt und in
einzelne Domanen aufgeteilt wird (siehe Kap. 28)ch das Verhalten dieser Doméanen ist
jedoch oft noch sehr komplex, weswegen die Domawederum jeweils in einzelne
Elemente zerlegt werden, deren Verhalten bessdrwobrzogen bzw. erklart werden kann.
Diese Elemente werden zum Schluss wieder zu Doménédrdie Domanen wiederum zum
ursprunglichen Modell zusammengesetzt, wodurchvdghalten des physikalischen Systems
nachvollziehbar wird.

In dieser Arbeit ist ein physikalisches System imreatweder ausschliel3lich akustischer
Natur (siehe z.B. Kap. 5.2) oder es handelt sidiedam ein gekoppeltes System, das sowohl
eine mechanische als auch eine akustische Komporaritveist (siehe z.B. Kap. 5.4). In
beiden Fallen missen die Domanen des Modells figresiaktemathematische Beschreibung
des physikalischen Systems in infinitesimal kleilemente bzw. Punkte unterteilt werden.
Die physikalischen Zustédnde bzw. Vorgange im Syswesnden durch eine oder mehrere
Differentialgleichungen beschrieben [siehe z.B. @l16) in Kap. 2.2.1 oder GIl. (2.29) in
Kap. 2.3.1.1]. FiUr eine exakte Losung dieser Deifeialgleichungen werden neben
entsprechenden Randbedingungen unendlich viele idfamitesimal kleinen Elemente
bendtigt.

Sollen die Differentialgleichungen durch einen Comep geldst werden, ergibt sich das
Problem, dass ein solcher nur eine endliche Redsehgvindigkeit und Speicherkapazitéat
aufweist und daher nicht die Losungen der Gleickang allen unendlich vielen Punkten
berechnen kann. Das Modell wird deshdiBkretisiert Das bedeutet einerseits, dass die
Geometrie des Modells in endlich viele, endlichirdeElemente, sogenanrisite Elemente
zerlegt wird, die eine diskrete Anzahl &moten (raumlichen Abtastpunkten) aufweisen.
Andererseits werden auch die Differentialgleichungad die Randbedingungen diskretisiert,
d.h. so umgeformt, dass die resultierenden Glegdminanschlielend in endlich vielen
Schritten und mit endlich groRem Hauptspeicher@mwputers geldst werden kdnnen.
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3.2 Finite Elemente

3.2.1 Element-Familien

Es gibt zahlreiche Element-Familien, wobei dieseckduden Typ, die Dimension und die
Anzahl der Ecken ihres jeweiligen finiten Elemendss sie reprasentieren, voneinander
unterschieden werden konnen. Die Kapitel 4 und s [f[d-EM] geben einen Uberblick uber
die gebrauchlichsten Element-Familien.

Eine Beschreibung aller Element-Typen, die in COMS@ultiphysics verwendet werden
kénnen, befindet sich in [CMRG40], Kap. 6. Wenneeiakustische Domé&ne oder PML
modelliert werden soll und die betrachteten Fregaenim Bereich des Horschalls, d.h.
zwischenl1l6Hz und 2&Hz liegen, werden in der Regel so genanbégrange-Elemente
benutzt (siehe Kap. 3.2.3). Auch bei der Modellgyieiner mechanischen Domane ist der
Gebrauch von Lagrange-Elementen typisch. Auf abgleten Kanten bzw. Randflachen von
Objekten oder Domanen werden jedoch meistens sangéegebogene Elementeerwendet
(siehe Kap. 3.2.4).

Ein finites Element der Dimensiord =3 bezeichnet ein zusammenhangendes, drei-
dimensionales Teilgebiet einer Doméne. Ein finE&ament der Dimensiod =1 bzw. d =2
ist eine Kante (edge) bzw. eine Randflache (faresedreidimensionalen finiten Elements.

Ein eindimensionales finites Element €1) hat immer einen Anfangs- und einen Endpunkt,
d.h. zwei ,Ecken” (vertices). Ein finites Elementtrder Dimensiond =2 oderd =3 muss
mindestensd +1 Ecken besitzen. So kann beispielsweise ein zweidgionales Element
drei, vier oder noch mehr Ecken haben. In diesbeiiist die Anzahl der Ecken jewells eines
finiten Elements immer genadi+1, also minimal.

3.2.2 Knoten und Freiheitsgrade eines finiten Elements

Ein finites Element der Dimensiod =1, d =2 oder d =3 weist eine diskrete Anzahl an
Knoten auf, die sich auf bzw. in dem Element bedimdDiese Knoten sind infinitesimal
kleine Punkte mit der Dimensiod =0. Wie viele Knoten pro Element verwendet werden
und wie diese auf bzw. in dem Element genau angeordind, hangt einerseits von der
Element-Familie und andererseits von der so geparn(ilement-)Ordnung ab.

Theoretisch kann die Ordnung bei Lagrange-Elemebn bei gebogenen Elementen eine
beliebige natirliche Zahl gréRer oder gleich 1 b2wein. In COMSOL Multiphysics ist aber

® Diese Elemente werden in der Literatur zum Tetetsthiedlich bezeichnet: In [TFEM], Kap. 5 werdéase
.mapped elements’, in [CARG40], Kap. 6 hingegenryad elements* genannt. In dieser Arbeit wird die
wortliche, deutsche Ubersetzung der letzteren Baneing gewahlt.
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z.B. die maximal mégliche Element-Ordnung in eindn@dimensionalen Koordinatensystem
auf den Werto = 4 beschrankt (siehe [CMRG40], Kap. 6).

Ein Element 1. Ordnung wird auch linear, ein Elem2n Ordnung quadratisch und ein
Element 3. Ordnung kubisch genannt (siehe [TFEN K4).

Ganz allgemein kann gesagt werden, dass die Amnlastnoten eines Elements grof3er wird,
wenn die Ordnung erhoht wird. Fir die in dieser Arbeit betrachtetieiten Elemente mit
d +1 Ecken gilt folgende Regel: Die Anzahl der Knotehgenauso grol3 wie die Anzahl der
Terme eines Polynoms, das die Ordnung (bzw. dem)Gsahat und ind unabh&ngigen
Variablen angeschrieben wird. Ein eindimensionétés 1) Element der Ordnung besitzt
dahero +1 Knoten (siehe Abb. 3.3).

Bei einem zweidimensionalend(=2), dreieckigen Lagrange-Element oder bei einem
gebogenen Element, das drei Ecken hat, kann dialAmer Knoten aus dem Pascal-Dreieck
in Abb. 3.1 abgelesen werden (siehe [TFEM], Kag):Die beiden unabhéngigen Variablen

des Polynoms werden hier mif und y, bezeichnet. Es werden nun so viele Knoten fiir das

finite Element benotigt, wie sich auf und oberhd#s gestrichelten Linie fur die Ordnurng
in Abb. 3.1 befinden. Das lineare Element besigheat also 3, das quadratische 6 und das
kubische Element 10 Knoten.

x*/l\g.a
:ﬁ/ _\X g/ _\3«%
VAVAYA

%1 Ha W W Ordnung 3 (kubisch)

Ordoung 1 (linear)

Ordnung 2 (quadmatisch)

Abb. 3.1: Pascal-Dreieckd=2)

FUr ein dreidimensionalesdi(= 3), tetraedrisches Lagrange-Element oder fir eirogebes
Element mit vier Ecken kann die Anzahl der Knoters &bb. 3.2 abgelesen werden: Die
unabhangigen Variablen des Polynoms werden dortxpit y, und z, bezeichnet. Die
Anzahl der Knoten entspricht der Anzahl jener Terdie sich auf und oberhalb der Ebene fir
die Ordnungo befinden (vgl. [TFEM], Kap. 4.11). Das lineare BEkent hat also 4, das
quadratische 10 und das kubische Element 20 Knoten.

Die Freiheitsgrade (degrees of freedom, DOF) eatsan den physikalischen Variablen in
den Knoten (siehe [TFEM], Kap. 1.2 und [CMRG40],0K&). Die Anzahl der Freiheitsgrade
je Knoten ist dahef, (siehe Kap. 2.1).
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1
XrYr Z, Ordnung 1 (linear)
X2 y2 22 XY %% Yz Ordnung 2 (quadratisc
X3 Y3 ZB Xy, Xz, X\Y2 Y2z, X Z2 V.22 XV.Z Ordnung 3 (kubisch)

Abb. 3.2: Terme eines Polynoms der Ordnunin drei unabhéngigen Variabled<£3)

3.2.3 Lagrange-Elemente der Ordnungo mit d+1 Ecken

Es werden nun Lagrange-Elemente mit den Dimensiodenl, d=2 und d=3
beschrieben, diel +1 Ecken besitzen und die Ordnung=1, 0 =2 bzw. o =3 aufweisen.
Um die Knoten in den Abbildungen dieses Kapitekeenen zu kénnen, werden diese durch
Kreise bzw. Kugeln gekennzeichnet. Es sei aber mathexplizit darauf hingewiesen, dass
die Knoten in Wirklichkeit infinitesimal kleine Pute der Dimensiond =0, also keine
Kreise oder Kugeln sind (siehe auch Kap. 3.2.2¢ Pahlen in den folgenden Abbildungen
bezeichnen die Indizes dieser Knoten.

Die dreidimensionalen, globalen, kartesischen Kioatén x =[x y z]T eines beliebigen

Punktes auf bzw. in einem Lagrange-Element kénmeeruwer Bedingung, dass die globalen
Koordinaten der Ecken dieses Lagrange-Elementsegetzen werden, aus den so genannten
lokalen Koordinaterdes Lagrange-Elements tber eine Koordinatentramsfiiton berechnet
werden. Wie viele lokale Koordinaten es gibt une wiese genau definiert sind, hangt von
der Dimension bzw. von der Anzahl der Ecken de®jkyen Lagrange-Elements ab.

Zunachst wird auf eindimensionale Lagrange-Elemegitegegangen (siehe [CMRGA40],
Kap. 6). Bei diesen handelt es sich um Geraden.. B zeigt die Beschreibung eines
eindimensionalen Lagrange-Elements in der lokalearHinateé (0< & <1).

(&) (b) (c)
£=0 £=0,5 E=1  E=0 £=0,5 E=1  E=0 £=0,5 E=1
—— % e ¢ttt
R
£=0,25 £=0,75 £=0,25 £=0,75 £=0,25 £=0,75

Abb. 3.3: Eindimensionales Lagrange-Element in lokaler Koori#inga) linear, (b) quadratisch, (c) kubisch
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Die globalen, kartesischen Koordinateh=[x y z]' in einem beliebigen Punkt des

eindimensionalen Lagrange-Elements berechnen sah éblgendermal3en aus der lokalen
Koordinate £ sowie aus den globalen, kartesischen Koordinates Ainfangs- und des

Endpunktes der Geraden:
x=% +(x%,-%) & (3.1)

Im Spaltenvektorx, :[xa ¥, za]T stehen die globalen, kartesischen Koordinaten des

Knotens a. Die Knoten a =12 sind die vorgegebenen ,Ecken“ des eindimensionalen
Lagrange-Elements, d.h. sein Anfangs- und sein &mktp

Bei gemeinsamer Betrachtung von Abb. 3.3 und dem (3.1) ist zu erkennen, dass die
Knoten auf einem eindimensionalen, linearen bzvadgatischen bzw. kubischen Lagrange-

Element im globalen Koordinatensystem in den Algénl/ o[, - %,| angeordnet sind,

wobei |%, — %,| der Lange des Lagrange-Elements entspricht.

Zur visuellen Veranschaulichung des Zusammenhangsckzen der lokalen Koordinaté
und den globalen Koordinaten, y und z zeigt Abb. 3.4 als Beispiel ein eindimensionales,
guadratisches Lagrange-Element in beiden Koordnsgttemen.

. y &
&0 &=0.5 = | P
(a) z 5 : : (b) .
] : y //
- - 9 AT =
| 3 2 § / 4
£=0,25 £=0,75 A
et ! X
'L\?_/' »

Abb. 3.4: Eindimensionales Lagrange-Eleméort2): (a) im lokalen und (b) im globalen Koordinatensys

Abb. 3.5 illustriert, wie die Knoten auf einem drekigen und damit zweidimensionalen,
linearen bzw. quadratischen bzw. kubischen Lagr&flgment angeordnet sind (siehe
[TFEM], Kap. 4.7). Auf den Randlinien befinden sidle Knoten in den Abstandel o der
jeweiligen Seitenlange (vgl. Abb. 3.3). Zwei Ran@n des Dreiecks teilen sich jeweils einen
Knoten in einer Ecke. Beim kubischen Element (sidfd. 3.5¢) befindet sich auch ein
Knoten im Inneren.

Die lokalen Koordinaten des dreieckigen Lagrangatents sind die so genannten
Flachenkoordinaterfarea coordinates L,, L, und L,: Diese kdnnen jeweils nur Werte im

BereichO< L, <1 (a =12 3) annehmen, wobei die zusatzliche Einschrankurigdgls die
Summe aller drei Flachenkoordinaten 1 ergeben rifiss L,+ L,=1). L, muss in der
Ecke a gleich 1 und 0 in den beiden anderen Ecken seam.bBiden Eckpunkte, in denen
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jeweils L, =0 ist, liegen auf der unendlich ausgedehnten Gerdden0. Die GeradenL,
mit Werten im Bereich(0;1] verlaufen zur Gerader., =0 im entsprechenden Abstand
parallel. In Abb. 3.5 ist als Beispiel die lokaledtdinateL, dargestellt.

,_.
[
=

L= L= L=
() L=025 * (b) L=025 3 (c) L=025 3
L=05 '.___//“\ L=0,5 /ﬂ% L=0s 1 A
L=075 = 7 \ L=075 //’ \ L=075 ﬁ \i’:
L=t \x L=1 //ﬁ( X"’ L=l /g/’/ 10 %6
Ve < \ /’/ \o A \
e o & k & ~ E 5
2 L 4 5 2

Abb. 3.5: Dreieckiges Lagrange-Element: (a) linear, (b) gatisich, (c) kubisch

Die globalen, kartesischen Koordinateh in einem beliebigen Punkt des dreieckigen
Lagrange-Elements berechnen sich aus den Flachehkaten und den Eckpunkten, die in
globalen, kartesischen Koordinaten angegeben wiedfolgt:

3
=L, %, =L & +L,&,+L,%, (3.2)

a=1

In Abb. 3.6 wird die Anordnung der Knoten auf eineireidimensionalen, tetraedrischen,
linearen bzw. quadratischen bzw. kubischen Lagréfigment dargestellt (siehe [TFEM],
Kap. 4.11). Jeder Tetraeder besitzt vier dreieckgerflachen. Auf jedem der Dreiecke sind
die Knoten jeweils so angeordnet, wie es in Abb.f8ir die jeweilige Element-Ordnung
dargestellt wird. Die Eckpunkte des Tetraeders wmergeweils von drei, die anderen
Kantenpunkte jeweils von zwei Seitenflachen geteilt

Abb. 3.6: Tetraedrisches Lagrange-Element: (a) linear, (ladeatisch, (c) kubisch
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Die lokalen Koordinaten des tetraedrischen Lagrdfigenents sind di&/olumskoordinaten
(volume coordinatgs L,, L,, L, und L,, die ahnliche Eigenschaften wie die

Flachenkoordinaten haben: So konnen auch die Vdoandinaten nur Werte im Bereich
0<L,<1 (ea=1234) annehmen und es gilt die zusatzliche Einschrégkulass die

Summe aller vier Volumskoordinaten 1 ergeben miiss-, + L,+L,=1). L, muss in der

Ecke a gleich 1 und 0 in den drei anderen Ecken sein.dpee Eckpunkte, in denen jeweils
L, =0 ist, liegen auf der unendlich ausgedehnten Eklgne 0. Die EbenenL, mit Werten

im Bereich(0;1] verlaufen zur Ebené&,, =0 im entsprechenden Abstand parallel.

Die globalen, kartesischen Koordinaten in einemiebeden Punkt des tetraedrischen
Lagrange-Elements lassen sich folgendermalien ausvdeimskoordinaten und aus den
globalen, kartesischen Koordinaten der EckpunkseEdements berechnen:

4
=L, %, =L & +L,&,+ L,E,+ L%, (3.3)

a=1

3.2.4 Gebogene Elemente der Ordnung mit d+1 Ecken

Wie bereits in Kap. 3.2.1 erwdhnt wurde, werdensteeis gebogene Elemente verwendet,
wenn eine abgerundete Kante bzw. Randflache eibg=k@s oder einer Domane modelliert
werden soll.

Ein solches gebogenes Element muss mindestensrdiei o = 2 aufweisen. Es wird aus
einem Lagrange-Element derselben Ordnungrhalten, indem das Lagrange-Element durch
ein so genanntdglappingin eine verzerrte Form abgebildet wird. Die gl@malkartesischen
Koordinaten aller Knoten des gebogenen Elementsleamedabei vorgegeben und sinnvoller
Weise so gewdhlt, dass das Element auf der gebodénaete bzw. Randflache (des Objekts
oder der Domane) liegt. Das urspringliche Lagrdblgeaent, das als ,Vorlage" fur das
gebogene Element verwendet wird, wird lslstter-Elemeni(parent element) bezeichnet und
in lokalen Koordinaten beschrieben. In dieser Arkstiein Mutter-Element immer entweder
eine Gerade, ein Dreieck oder ein Tetraeder (sidpe 3.2.3). Die Anzahl der Knoten ist
beim gebogenen Element jeweils gleich wie beim peathenden Mutter-Element (siehe
Abb. 3.7 und Abb. 3.9).

Beim Mapping werden die globalen, kartesischen Koordinaten seibeliebigen Punktes
5c=[x y z]T innerhalb bzw. am Rand des gebogenen Elementesge folgt berechnet
(siehe [TFEM], Kap. 5.2):

=) N,[& =[N, .. N, .. (3.4)
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Im Gls. (3.4) istn, die Anzahl der Knoten des gebogenen Elements thesventsprechenden

Mutter-Elements. Der Vektor, =[xa Y, za]T bezeichnet die vorgegebenen, globalen,
kartesischen Koordinaten des Knotems im gebogenen Element. Digeometrischen
BasisfunktionsmatrizelN’ ® (a =1, 2...,n,) werden in den lokalen Koordinaten des Mutter-
Elements beschrieben und sind jew@its3-Diagonalmatrizen der Form:

100 [N, 0 ©
N =N,[E=N,0 1 0|=| 0 N, 0 (3.5)
001 | 0 0 N,

Im Gls. (3.5) bezeichnelN , eineBasisfunktion(basis functionshape functioninterpolation

function). Sie ist ein Polynom der Ordnung in den lokalen Koordinaten des Mutter-
Elements. Je nachdem, ob das Mutter-Element eir@d@gein Dreieck oder ein Tetraeder ist,
sind diese lokalen Koordinaten entwedgroder L,, L,, L, oder L,, L,, L,, L, (siehe

Kap. 3.2.3).

Eine BasisfunktionN, (a=12...,n,) eines eindimensionalen Mutter-Elements muss in
jedem Knoterb (b =1,2...,n,) folgendenotwendige Bedingungyfiillen:

Na(fb)={; fur a=b (3.6)

fir a#b
In Gl. (3.6) gibt ¢, die lokale Koordinate des Knoterts an. Gl. (3.6) gilt analog fir
dreieckige bzw. tetraedrische Mutter-Elemente, we@én durch die Flachen- bzw.
Volumskoordinaten im Knoteb, d.h. durchL,, L, , L, bzw. L,, L,,, L, , L, ersetzt
wird.

Die Basisfunktioneneines eindimensionalen Lagrange-Elemen{Mutter-Elements) der
Ordnungo berechnen sich zu:

N, (&)=2(é-¢&), | fur a,b=12.,n, (n,=0+ )

bza

Hier bezeichnet, die lokale Koordinate des Knoteds# a , entspricht also einer Nullstelle
der BasisfunktionN, [siehe Gl. (3.6) fira # b]. Die multiplikative Konstantec, wird so
bestimmt, dass die Basisfunktia¥, im Knotena gleich 1 wird [siehe GI. (3.6) fue =5].

® Eine geometrischeBasisfunktionsmatrix wird im Gegensatz zu eimdrysikalischenBasisfunktionsmatrix
(siehe Kap. 3.2.5) durch einen hochgestellten Isgakennzeichnet.
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Fur eine Herleitung, wie die Basisfunktionen beeidckigen oder tetraedrischen Mutter-
Elementen berechnet werden, wird auf [TFEM], Kafg.uhd Kap. 4.11 verwiesen.

Beispiel

Abb. 3.7b zeigt als Beispiel ein eindimensionalggbogenes Element in globalen,
kartesischen Koordinaten, das durch entsprechekidggping aus dem Mutter-Element in
Abb. 3.7a erhalten wird. Wie aus der Abbildung bsegelesen werden kann, haben die drei
(vorgegebenen) Knoten des eindimensionalen, geleogelBlements die kartesischen

Koordinatenz, =[1 3 0 mm, % =[9 1 0 mm undZ,=[6 5 O mm.

[mm] |y 3
54 e o
£=0 €=0,5 &=1
: Mapp]ng 377 \,
I s D —— 1
1 i 3 i 2
£=0,25 £=0,75 1+ 5
zZ
@ | | | X:
1 6 9 [mm]

(a) (b)
Abb. 3.7: (a) eindimensionales Lagrange-Element (Mutter-Elginéb) eindimensionales gebogenes Element

Die drei Basisfunktionen eines eindimensionalen rhage-Elements (Mutter-Elements)
2. Ordnung berechnen sich in Abhangigkeit der lekalariableé zu:

N.(€)= (-1 | 2 -
N,(§)=¢fe- =2
N() = -1 {-4) =4+ ¢

FUr einen beliebigen Wert der lokalen Koordinatéassen sich die entsprechenden Werte der
BasisfunktionenV,, N, und N, aus Abb. 3.8 ablesen.
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Die Anzahl der Knoten eines eindimensionalen, gebheg Elements 2. Ordnung ig} = 3.
Das Einsetzen dieser Zahl und des Gleichungssygt&sjsin das Gls. (3.4) liefert:

1

iy

3
’E(E)ZZNa(f)DEa:[Nl(E) N, (<) Na(f)] X,|=
a=1 5(53
Y,
“(3.7)
N (&) 0 o N, (&) 0 o n,(8) 0 0 x,
=l o N, (¢) 0 o N, (&) 0 o N,(¢) 0 |0y,
0 o nN(¢) 0 o N,(¢) 0 o nN,(8)]]
¥,
o
0.875 -\ -
0.75 - -\ - i“
0.625F - :f
A Y- S
z ‘
0.375F -~
0.25 - i“
0.125F -~~~ ir
o
-0.125F------ ‘r

o
o
=

Abb. 3.8: BasisfunktionenN  (a =1, 2, 3) eines eindimensionalen Lagrange-Elements 2. Gwginu
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Z.B. sind beié =0, 25 (siehe griine Markierung in Abb. 3.7a) die Werte Biasisfunktionen
N,=0,375 N,=-0,125 und N,=0,75. Werden diese Werte und die globalen,
kartesischen Koordinaten der Knoten in das GIS) @ngesetzt, erhalt man:

Imm
3mm
Omm

0,375 0 0 -0125 0 0 075 0 0] | 9mm
#(0,25)=| 0 Q375 0 0 -p125 0 0 ,075 OUimm|=

0 0 Q375 0 0 -0125 0 0 ,075|0mm
6mm

5mm

Omm
X 0,375mm — Q 1251%wm + O 7Bl /am 3, 75nm
=|y|=|0,37503nm — Q 1251hm + 0, 755nm |=| 4 7Tmm
z 0,37500nm — Q 1251wm + 0 761 @Am mm

Die globalen, kartesischen Koordinatér=[3,75 4 75 (}T mm im gebogenen Element

entsprechen also der lokalen Koordinate=0,25 im Mutter-Element (siehe grine
Markierungen in Abb. 3.7).

Wahrend ein dreieckiges Mutter-Element und desseotdft (unabhangig von der Ordnung
des Elements) in einer Ebene liegeiissenist dies beim entsprechenden gebogenen Element
keine notwendig8edingung. Abb. 3.9 zeigt als Beispiel ein geb@geBlement 2. Ordnung,
dessen Mutter-Element ein dreieckiges Lagrange-&témmit 6 Knoten ist.

¥y .
A
L,=0 65"
"\
L=025 3 / \
y : 5
L=05 = , / 1
, Mapping /
L=075 - e
. 6 \ i 0 |
N 5 4
L=t~ 7 QX ‘\\\ |
P e
S U N
: - 2
1 4. 2 -
._ - )

L

Abb. 3.9: Gebogenes Element 2. Ordnung mit dreieckigem Hgtement
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Wenn die Verzerrung eines gebogenen Elementesofuvgrd, kann es zu einer Inversion des
gebogenen Elements kommen: Das bedeutet, dass ePudld sich innerhalb des
entsprechenden Mutter-Elementes zwischen den KrmBnden und in lokalen Koordinaten
angegeben werden, im globalen, kartesischen Koatehisystem (teilweise) auf Punkte
aul3erhalbdes gebogenen Elementes abgebildet werden. lesteritlemente entstehen genau
dann, wenn die Jacobi-Determinante aus Gl. (383ap. 3.4.4.2 negativ wird. In diesem
Fall durfen die gebogenen Elemente nicht verwendendern muissen durch Lagrange-
Elemente ersetzt werden. Die globalen, kartesiséfmordinaten eines beliebigen Punktes
innerhalb bzw. am Rand eines solcheagrangeElements werden in der Folge nicht nach
Gls. (3.4), sondern je nach der Dimensidn dieses Elements entweder nach Gls. (3.1)

[d =1], nach GIs. (3.2)d = 2] oder nach Gls. (3.9d = 3] berechnet.

3.2.5 Approximation der physikalischen Variablen

Es wird nun von einentd -dimensionalen finiten Elemer(td::LZ,B) in der DoméaneD

ausgegangen, dag +1 Ecken hat. AlsRand dieses Lagrange- oder gebogenen Elements
werden im eindimensionalen Fa(ld=1) der Anfangs- und der Endpunkt, im zwei-

dimensionalen Fal(d = 2) die drei Kanten und im dreidimensionalen Hall=3) die vier

Randflachen bezeichnet. Die physikalischen Varmatténnen dann ireinem beliebigen
Punkt X innerhalb oder am Rand dieses finiten Elementsoxjppiert werden. Wenn das
finite Element z.B. dreidimensional ist, erfolgtediApproximation nach der folgenden
Gleichung [vgl. [TFEM], Kap. 2.2.1]:

U=U(%)=0[#(L,L, Ly L) | = ZNDa (LyL,L,L)W,, =
(3.8)
[—jD,l
_ZNDa YUD.a ZI:NDl NDnJ
Up,,

Falls das finite Element hingegen ein- bzw. zweghsional ist, sind die lokalen Koordinaten
L, L, L, und L, im Gls. (3.8) durch¥ bzw. L, L, und L, zu ersetzen.

Im Gls. (3.8) gibtn, die Anzahl der Knoten des finiten Elements B}, , (a =12...,n,) ist

die physikalischeBasisfunktionsmatrix des Knoternts. Eine physikalische Basisfunktions-
matrix ist wiederum eind, x/,, -Diagonalmatrix {, bezeichnet, wie bereits erwahnt, die

Anzahl der Freiheitsgrade je Knoten in der Domdng Befindet sich das finite Element in
einer mechanischen Domank, (= 3), dann ist die physikalische BasisfunktionsmaiNx, ,

im Gls. (3.8) genauso aufgebaut wie die geometigasisfunktionsmatrilN, im Gls. (3.5).
In einer akustischen Domane oder PNID = aklak2 PML undl, = } wird ausN,,, die
skalare BasisfunktiotV, (N,, =N,).
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Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewieskss im Gegensatz zur physikalischen
BasisfunktionsmatrixN, , die geometrischeBasisfunktionsmatrixN, nur fiir gebogene

Elemente,nicht jedoch fir Lagrange-Elementédendtigt wird. In dieser Arbeit wird bei
gebogenen Elementen immer exakt dieselbe Basiseumki¥, fur die physikalische Basis-

funktionsmatrix N, , wie fiir die geometrische Basisfunktionsmati¥, verwendet Die

gebogenen Elemente werden in diesem Fall als iaoparisch bezeichnet. Da gebogene
Elemente aber nur fir Ordnungem=2 mdoglich sind, muss in einer Doméne, in der
mindestens ein gebogenes Element verwendet wioth die BasisfunktionV, ein Polynom

der Ordnungo = 2 sein. In einer solchen Doméne ist also nur eingn@ig{o O N|o = 2}
maglich.

Werden in einer Doméane hingegewsschlie3lich LagrangElemente und somit keine
isoparametrischen, gebogenen Elemente benitzt, Kamm in dieser Doméne die Basis-

funktion NV, in der Hauptdiagonale dehysikalischerBasisfunktionsmatrixN, , auch ein
Polynom der Ordnung =1 sein. In diesem Fall gilt somfo O N} .

Der Spaltenvektorl:]D,a im Gls. (3.8) enthalt die Freiheitsgrade im Knot@ndes finiten
Elements, das sich, wie bereits erwahnt, in der &wnD befindet. Q’D,a entspricht also
entweder dem Verschiebungsvekior i, , (D :m) nach Gls. (2.5) oder dem Schalldruck
p=pp. (D =akl,ak2, PML) nach Gl. (2.7) jeweils an der Stelle des Knotens

Wenn die Werte der Freiheitsgrade der Vekto@g]a bereitsbekanntsind (siehe Kap. 3.5),

kann Q’(Kc) direkt nach Gls. (3.8) berechnet werden. Man beaichdiesem Zusammenhang
die Analogie des Gleichungssystems (3.8) zum @GIS)(

Handelt es sich bel_7D,a hingegen um dieinbekannterParameter, deren Werte bestimmt
werden sollen (siehe Kap. 3.4), wird das Gls. (3iB)einer, auf eine gesamte Doméne
verallgemeinerten Form] in ein anderes Gleichungiesy eingesetzt, wobei in letzterem Gls.
die physikalischen Variablerfz(ic) die unbekanntenkontinuierlichen Funktionen der
jeweiligen DomaneD darstellen (siehe die Kapitel 3.4.1.2, 3.4.2.3.2,2.2.2, 3.4.2.3.2 und
3.4.3.2). Nach dem Einsetzen sind, da der VerlauBasisfunktionen (in den physikalischen

Basisfunktionsmatrizen) bereits bekannt ist, inbemaneD nur mehr endlich vieldiskrete
Parameter, namlich diereiheitsgradeder Domane, unbekannt.

" Das ist auch der Grund, warum die Basisfunkticimediesem Kapitel und im Kap. 3.2.4 beide Nt , d.h.
nicht unterschiedlich bezeichnet werden.

8 Neben isoparametrischen gebogenen Elementen, Yerarendung in der Praxis blich ist, gibt es anokh
superparametrische und subparametrische gebogengeie. Da die beiden letzteren Element-Typen mber
dieser Arbeit nicht bendtigt werden, wird zu der@efinition bzw. Beschreibung auf [TFEM], Kap. 5.4
verwiesen.
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3.3 Vernetzung

3.3.1 Definition

Vernetzung (meshing) bedeutet, dass geometriscbbiplgeformte Objekte oder Domanen
eines Simulationsmodells jeweils in Netz-Elemerfteité Elemente) zerlegt werden. Die
Gesamtheit aller finiten Elemente in einem Simolagmodell wird Netz (mesh) genannt.

Die Knoten eindimensionaler, die Seitenlinien zwmighsionaler und die Randflachen

dreidimensionaler, benachbarter Netz-Elemente wendeveils von den Netz-Elementen

geteilt. Die finiten Elemente eines Netzes konneterschiedlich grol3 sein, d.h. verschiedene
Abmessungen aufweisen. Abb. 3.10 zeigt als Beispiak vernetzte Flache, die aus
dreieckigen Lagrange-Elementen 2. Ordnung beskehibb. 3.10a werden die Knoten der

dreieckigen Lagrange-Elemente wie in Abb. 3.3 blsbA3.7 und Abb. 3.9 durch Kreise

gekennzeichnet, in Abb. 3.10b ist dies nicht ddl. Eatztere Darstellungsform entspricht,

wie bereits erwéhnt, mehr der Realitat, da die Enahfinitesimal kleine Punkte (und nicht

Kreisflachen oder Kugeln) sind. Auch in COMSOL Mpittysics werden die Knoten nach der
Vernetzung nicht extra angezeigt (siehe z.B. Kap55Kap. 5.3.5 und Kap. 5.4.5).

HrEs
2

(b)

Abb. 3.10:vernetzte Flache mit dreieckigen Lagrange-ElemeBtédrdnung;
Knoten werden (a) durch Kreise und (b) nicht egiekennzeichnet

3.3.2 Wahl der Ordnung o der Netz-Elemente

In dieser Arbeit wird als Ordnungller Netz-Elemente in einem Modell immer der Wert
o =2 verwendet. Diese Wahl wird aufgrund der folgendéerlegungen getroffen:

1. Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der Ftegrade um einen bestimmten Wert
erhoht werden darf, wird bei der Losung des Mod@lishe Kap. 3.4) diexakteLdsung
der Differentialgleichungen in den Knoten besseprapimiert, wenn die Ordnun@
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erhoht (z.B. verdoppelt) wird, als wenn die Netk#aiing verfeinert (d.h. z.B. doppelt so
fein gewahlt) wird (siehe [TFEM], Kap. 3.6).

2. Das Ziel, das Netz moglichst isotrop zu gestalteiehe Kap. 3.3.6), wird unter der
Voraussetzung, dass die Anzahl der Knoten des Bletzkoht werden darf, besser
erreicht, wenn die Netz-Auflosung verfeinert wirdiehe Kap. 3.3.3), als wenn die
Ordnung groRer gewahlt wird. Z.B. kénnen zwei kurZentereinander liegende
eindimensionale Lagrange-Elemente 2. Ordnung, msgasamt funf Knoten haben, in
zwei verschiedene Richtungen zeigen, wahrend ein laergeimensionales Lagrange-
Element 4. Ordnung (mit ebenso flinf Knoten) entlamgr Geraden liegen muss. Eine
isotrope Auflosung des Netzes wird also im erstalh lfesser erreicht, obwohl in beiden
Fallen die gleiche Anzahl an Knoten benétigt wird.

3. Bei der Losung des Modells (siehe Kap. 3.4) sinel Rechenzeit und der Hardware-
Aufwand bei gleicher Erhéhung der Anzahl der Knotles Netzes groRer, wenn die
Ordnung erhoht wird, als wenn die Netz-Auflésungei@ert wird. Grund dafir ist, dass
die Ordnung gleichzeitig auch dem Grad der Polynentspricht, die die Basisfunktionen
bilden. Die Basisfunktionen werden also durch Etmihder Ordnung komplizierter.
Dieser Punkt spricht somit wie der 2. Punkt audtialie Ordnung méglichst gering zu
wahlen.

4. Die Ordnung o =2 ist die niedrigste Ordnung, mit der die Modellieguisopara-
metrischer gebogener Elemente mdglich ist (siehe B&2.4 und 3.2.5).

Offensichtlich widersprechen sich die Forderunges . und des 2. bzw. 3. Punktes. Es muss
also ein Kompromiss gefunden werden, der auRerderratderung des 4. Punktés#l)

nicht verletzt. (In dieser Arbeit entspricht diedg€¢ompromiss, wie bereits erwahnt, der
Ordnungo =2.)

3.3.3 Parameter fUr die automatische Vernetzung

In FEM-basierten Simulationsprogrammen kann ein &llodd.R. automatisch vernetzt
werden. Im Folgenden wird auf die Parameter fur\tkenetzung in COMSOL Multiphysics
eingegangen. Wo und wie die Einstellungen in di€saftware erfolgen, wird in Kap. 4.7
erklart.

Die Vernetzungs-Parameter bestimmen die Netz-AufigsJe feiner die Netz-Auflésung ist,
desto mehr Netz-Elemente werden im Modell verwendetl desto kleiner sind im

Durchschnitt auch die Abmessungen der einzelnerz-Hietmente. Die Parameter werden
zwar meist Uber eindimensionale Netz-Elemente gefinda die Rander bzw. Kanten von
zwei- bzw. dreidimensionalen Netz-Elementen ab#drssaviederum eindimensionale Netz-
Elemente sind, beeinflussen diese Parametereunsgelh in COMSOL Multiphysics auch die
Netz-Elemente héherer Dimension.

* Die maximale Netz-Element-GroRmaximum element size, ) gibt an, wie lange ein
eindimensionales Netz-Element maximal sein daisBi Wert muss gré3er ds: sein.
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* Die minimale Netz-Element-Grogminimum element sizéy, . ) legt fest, wie lange ein
eindimensionales Netz-Element mindestens sein nidEsWert vonk_,. muss kleiner

oder gleichh_,_ sein.

min

 Durch diemaximale Netz-Element-Wachstumsrateximum element growth rate, )

wird die maximale Rate bestimmt, mit der benachlbaihdimensionale Netz-Elemente
wachsen durfen. Der Wert fir diesen Parameter risdestens 1 betragem, ( >1).

Die obere Grenze fur diesen Parameter liegt iredidsbeit beir,,, =1,5.

+ Die Auflosung gebogener Geometrigresolution of curvature,R ) betrifft nur
gebogene Netz-Elemente (siehe Kap. 3.2.4). Der WertR_, muss groRer als O sein
(R, >0). Je niedriger der Wert des Paramet&s_  ist, desto feiner ist die Netz-

Auflésung entlang gebogener Netz-Elemente. Der mmate bzw. maximale Wert dieses

Parameters ist in dieser Arbd®, =0,2 bzw. R, =0,6.

urv curv

* Die Auflésung von schmalen Regiongesolution of narrow regions,R ) gibt die

ungefahre Anzahl von Elementen an, die in schmRkgionen zur Vernetzung verwendet
werden soll. Dieser Wert muss grof3er als 0 s&lp ¢ 0). Werte im BereictO<R <1

konnen bewirken, dass zwei- oder dreidimensionatz{E&lemente in besonders schmalen
Regionen stark anisotrop werden, d.h., dass seh.d@ingen der Randlinien bzw. Kanten
der Netz-Elemente deutlich unterscheiden. Im Rahdieser Arbeit bewegen sich die

Werte fir diesen Parameter im Berelgh< R, < 1.

3.3.4 Freiheitsgrade des Netzes

Die Freiheitsgrade des Netzes entsprechen jdiskneten unbekannten Parametern, die bei
der Losung des Modells bestimmt werden sollen ési€bp. 3.4). Sie kdnnen als ortliche
Abtastwerte der physikalischen Variablen in den ténales Modells angesehen werden.

Die Anzahl der Freiheitsgrade einer Domage ist das Produkt aus;, (Anzahl der Knoten
der DomaneD ) und /,, (Anzahl der Freiheitsgrade je Knoten in der Domdhg In einer
akustischen Doméane bzw. in einer PML entspricht ai® Anzahl der Freiheitsgrade, ,,
bzw. g,, bzw. g, der Anzahl der Knotenn, bzw. n,, bzw. ng,. In einer
mechanischen Domaéne ist die Anzahl der Freiheitigggs, hingegen dreimal so hoch wie
die Anzahl der Knotem,, . Wird eine DomaneD in einem Modell nicht verwendet, so gilt
far die Anzahl der Freiheitsgrade bzw. Knotgp =0 bzw. n,, =0.

Die Gesamt-Anzahl der Freiheitsgrade des Netzescheet sich damit zu:

8otz = Bara T 8ara T Bpur, T 8 T Ngpa T o T pyyy, + 312, (3.9)
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Wie aus Gl. (3.9) unmittelbar herausgelesen wekdem, nimmtg,,,. zu, wenn die Anzahl

der Knoten des Netzes groRBer wird. Letzteres gekthiviederum automatisch, wenn

entweder die Element-Ordnung erhoht (siehe Kap. 3.2.2) oder die Netz-Auflésung
verfeinert wird (siehe Kap. 3.3.3). Die Losungem diskretisierten Differentialgleichungen

des Modells werden den exakten LOsungen der Diffedgleichungen umso besser

angendhert, je mehr Knoten bzw. Freiheitsgrade weeschiedenen Doméanen des
Simulationsmodells aufweisen. Umgekehrt steigt d@wioe Erhdhung der Anzahl der Knoten
bzw. Freiheitsgrade die Komplexitat des Modellsdirah werden wiederum die Hardware-
Anforderungen (wie z.B. die bendttigte Grof3e despipeichers) und die Rechenzeit bei der
darauf folgenden Lésung des Modells (siehe Kap. &Hdoht. Es muss also ein Kompromiss
zwischen einer ausreichend genauen Vernetzung ured eerniinftig kurzen Rechenzeit

gefunden werden.

3.3.5 Vernetzung einer mechanischen Doméane

Bei der Vernetzung einer mechanischen Domane eusells wird die maximale Netz-
Element-GroRer___ (siehe Kap. 3.3.3) in dieser Arbeit immer auf jeNert eingestellt, der

max

der minimalen geometrischen Abmessugg_ . in dieser Doméane entspricht.

3.3.6 Vernetzung einer akustischen Doméane

Analog zum Nyquist-Abtasttheorem der zeitdiskre®ignalverarbeitung (siehe [ZDSV],
Kap. 4.2) gilt folgende theoretische Voraussetzong. Regel, um exakte Ergebnisse bei der
Berechnung des Schallfeldes in einer akustischemdbde zu erhalten: Das Netz muss in
Schallausbreitungsrichtung durch mehr als 2 Knbten. Freiheitsgrade pro Wellenlande
aufgeldst sein. Wird das Schallfeld bei mehrereeq&enzen bzw. in einem ganzen
Frequenzbereich analysiert, so muss diese Vorauwsggtfir die hdochste Frequenz bzw.
kleinste WellenlangeA . =c/f,.. ) erfullt sein.

In der Praxis ergibt sich jedoch folgendes Probldde Schallausbreitungsrichtung ist
meistens nicht bereits im Vorhinein in der gesamaédistischen Domane bekannt. Es
empfiehlt sich daher die Vernetzung méglichst isotrzu gestalteh Ein vollkommen
isotropes Netz lasst sich in der Praxis aber néctgichen, da dazu unendlich viele Knoten
notwendig waren, die von jedem Knotenpunkt aus lgasealle radiale Raumrichtungen
gleichmaRig auflésen muissten (diese Richtungen eseckinen dreidimensionalen,
kontinuierlichen Winkelbereich ab, daher gibt esndilich viele solcher Richtungen). Daraus

° Dies gilt v.a. fir groRe dreidimensionale Regiofereiner akustischen Doméne. In schmalen Regidsten
diese Empfehlung nicht so streng zu sehen, dadimtSchallfeld in erster Linie in jenen Richtungéirker
vernetzt werden sollte, in denen sich der Schall &usbreiten kann bzw. nicht auf Hindernisse (wig.

schallharte Wéande) stof3t. Das ist auch der Gruradumw fir den ParameteR = (siehe Kap. 3.3.3) auch in

akustischen Doménen nicht von vornherein nur Wé&te=> 1 zuléssig sind.
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folgt, dass sich die oben genannte theoretischealdsetzung nicht fur jede beliebige
Richtung exakt erfillen lasst.

Fur praktische Problemstellungen ist diese thesmei Regel daher unbrauchbar. Es wird
daher auf die in der Praxis bei akustischen Maekeltigen UblicheDOF-Akustik-Regel
ausgewichen (siehe [CAUG40], Kap. 2, S. 25f): Dieagt aus, dass man bei der Vernetzung
darauf abzielen soll, die Wellenlange unabhéngig @er raumlichen Richtung mindestens
mit 12 Freiheitsgraden (DOF) im Durchschnitt aufimgin. Dadurch ergibt sich folgende
Mindestanzahl an Freiheitsgraden in einer akustis@omane D = akl bzw. D = ak?2):

3

In Gl. (3.10) gibtV,, das Volumen der jeweiligen akustischen Domané&anDOF-Akustik-

Regel stellt einen Kompromiss zwischen einer maglicgenauen Approximation der oben
genannten theoretischen Regel auf der einen Sedesimer mdglichst geringen Anzahl der
Freiheitsgrade bzw. Knoten auf der anderen Seitéstizhe Kap. 3.3.4).

Wenn (hauptsachlich) Lagrange-Elemente 2. Ordnuing die Modellierung verwendet
werden, wird in [CAUG40], Kap. 2, S. 25f empfohlatie maximale Netz-Element-Grol3e

h... (siehe Kap. 3.3.3) auf etwa ein Funftel vdp, zu setzen. Fir gewohnlich wird in
diesem Fall die DOF-Akustik-Regel erfullt, d.lg, ist groBer oder gleichg, . aus
Gl. (3.10).

3.3.7 Vernetzung einer PML und Wahl der PML-Breite

An der gemeinsamen Randflache der akustischen Deméd der PML bzw. innerhalb der
PML selbst ist der Reflexionsfaktcr_r(oéa) in einem beliebigen Knotem nur dann exakt

Null, wenn die homogene Helmholtz-Gleichung (2.20llen unendlich vielen, infinitesimal
kleinen Punkten der PML gel6st wird. Sobald jed@oflte Elemente in der PML verwendet
werden, treten so genanmemerische Reflexionean den Knoten in der PML auf. Diese
numerischen Reflexionen werden umso grof3er, jeegrisbrnetzt wurde. Daadiabatische
Theorembesagt namlich, dass die Reflexionen in einem Muadumso grol3er werden, je
starker sich das Medium verandert. Im Falle der R#tldie Anderung des Mediums auf die
Anderung der komplexen Koordinaten zuriickzufiihtextztere dndern sich von einem zum
nachsten Knoten wiederum umso starker, je grober \rnetzung ist (siehe [PMLs],
Kap. 7.1).

Je breiter also die PML-Breitép,,; (bei konstanter Netz-Aufldsung) ist, desto weniger

andern sich die komplexen Koordinaten von einemt&ma@um nachsten [siehe Gl. (2.37)]
und desto geringer fallen daher die numerischefeRehen aus.

Weiters ist zu bedenken, dass ein Reflexionsfak(o?ra), der auf numerische Reflexionen in
einem Knotena innerhalb der PML zurlckzufuhren ist, bei ausrerch feiner Netz-
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Auflésung wesentlich kleiner als der Reflexionstaki(aéb) =1 in einem Knoterb ist, wenn

letzterer auf der schallharten Wand bzw. au3eremifReche der PML liegt. Wird nudp,,;,

breiter gemacht, wird das Verhaltnis der Anzahlldeoten innerhalb der PML zu der Anzahl
der Knoten auf der schallharten Wand vergro3ertrdWin der Folge ein mittlerer
Reflexionsfaktor tber alle Knoten gebildet, so waiidser kleiner ausfallen, als wewdp,,;,
schmaler ware. Anders ausgedriickt wird also beigd&erung der PML-Breite weniger
Schall zuriick in die akustische Doméne reflektiert.

Umgekehrt steigt aber durch eine VergroRerung diélc-Breite dp,,;, auch die Anzahl der
Knoten n,,, bzw. die Anzahl der Freiheitsgrads,,,, , was wiederum die in Kap. 3.3.4
diskutierten Konsequenzen hat.

Es muss also ein Kompromiss zwischen einer modligtadf3en und einer mdglichst kleinen
PML-Breite gefunden werden, damit einerseits derdie akustische Doméane zurick
reflektierte Schall moglichst gering ausféllt uncths andererseits auch die Hardware-
Anforderungen und die Rechenzeit bei der Losungwltagells in Grenzen halten.

Fur die automatische Vernetzung einer PML werdendigser Arbeit immer dieselben
Parameter gewahlt, die auch fir die meisten bzle. Bé¢reiche der akustischen Domane(n)
verwendet werden. Die PML-Breitép,;, wird in den Modellen jeweils auf die Halfte des
grol3ten Wertes der Koordinaten des inneren PML-Bawggsetzt (vgl. [CAUG35], Kap. 3,
S. 14ff):

1
5PML = E [max (xi,yl-,zi)
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3.4 Losung des Modells

Die ,Losung des Modells* besteht aus zwei Schriti®nbei der erste Schritt abhangig von
der Analyse-Art ist: Bei einer Eigenfrequenz-Analysvird eine bestimmte Anzahl an
Eigenfrequenzen berechnet, bei einer Frequenzberdinalyse werden hingegen die
Frequenzen direkt vorgegeben. Im zweiten Schritrdem fiir jede berechnete bzw.
vorgegebene (Eigen-)Frequernfz die Freiheitsgrade (DOF) in allen Knoten des Mixdel

berechnet. Dies geschieht, indem EieM-Gleichungssystemaller Domanen des Modells,
die im Folgenden hergeleitet werden, numerischsel@rden.

3.4.1 FEM-Gleichungssystem einer mechanischen Doméane

3.4.1.1 Schwache Form des mechanischen Differentialgleichgassystems

Das Differentialgleichungssystem der mechanischem&ne, Gls. (2.16), besteht aus drei
Differentialgleichungen. Es wird nun ein Verschiegsvektorz als Funktion des Ortes und

der Frequenz gesucht [siehe Gls. (2.5) in Kap., 214 diesem Differentialgleichungssystem
im gesamten Volumen2 der mechanischen Domélié)=m) genugt. Das Gls. (2.16)
enthalt Ableitungen der physikalischen Variablen, v und w nach den globalen,
kartesischen Koordinaten bis zur zweiten Ordnung.

Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass das(&lL6) aus dem Gls. (2.15) unter den
beiden Voraussetzungen hergeleitet werden kans, etatens nur kleine Verschiebungen

v und w betrachtet werden und zweitens in der mechanisbloenéne ein isotropes, linear-

elastisches Material verwendet wird (siehe Kap.13.2Nerden die beiden Voraussetzungen
also erftillt, sind die beiden Differentialgleichwsgsteme (2.15) und (2.16) ident, d.h., es gilt:

(o b, + jwiz, -8" C©B)Gi-f, =(-’ p, +jw, ) Gi-f, -S" @& =

dg. 0r, O0r, ]
= +

x4 —Xy
0x dy 0z 0
-~ |o0ag, oOdr_. oOr (3.11)
=(~6 D, + O, ) E = f =| =2+ ==+ =20 | = 0
= Oy 0x 0z 0
90, 9%, 0L
0z Oy 0x

Es wird nun derTestfunktionsvektoé definiert (siehe [CMRGA40], Kap. 6 und [TFEM],
Kap. 3.2):

b=[b b, b =b(2)=[b(%) b,(¥) by(%)] (3.12)
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Die Komponenten des Vektors (3.12), diestfunktionerd,, b, und b,, werden zunéachst als
beliebigekomplexe Funktionen des Ortes angenommen.

Damit die schwache Form des Gleichungssystems )(ddalten wird, muss zuerst das
Skalarprodukt aus Gls. (3.12) und Gls. (3.11) (des Volumen@ der DomaneD =m

aufintegriert werden:
[o" Eﬁ(—af b, + jwi, ) Gi~f, -S" Eﬁ}dﬂm =
Q

:mJ' BT [E(_w? p, +ja)B‘m) @‘fB]d-Qm N

L

(a2 + 2+ L ey
-Qm
I

(e 22+ 2 ey

I

or,, O0r
[[[ 2, [ﬁaag 2y _ijdxdydz:Il—Iz—Ig—I4:O

a
S (3.13)

1,

Die ersten Ableitungen der Normal- und Schubspagenmach dem Ort in GI. (3.13) haben
nach Einsetzen der Gleichungen (2.11), (2.12) u@d)( zweite Ableitungen der
Verschiebungen:, v und w nach dem Ort zur Folge (siehe Kap. 2.2.1). Weenrtegrale

I,, I, und I, in Gl (3.13) numerisch berechnet werden solleryssndaher der
Verschiebungsvektog in allen Punkten des Volumeng  C,-kontinuierlich sein, was
bedeutet, dass Uberall dort die erste Ableitung ¥omach dem Ort stetig verlaufen muss

bzw. die zweite Ableitung nach dem Ort einendlichenWert liefern muss. Wird diese
Voraussetzung nicht erfullt (verlauft also die erstbleitung voni nach dem Ort unstetig

bzw. ist die zweite Ableitungunendlich, dann kdnnen numerische Integrationen nach
Gl. (3.13) nicht durchgefuhrt werden, selbst weimn ahalytische Berechnung des Integrals
einen endlichen Wert lieferte.

Wenn I,, I, und I, in Gl. (3.13) jedoch partiell integriert werdenuss z , wie sich spéater
in diesem Kapitel noch zeigen wird, in allen Punkties Volumens®? nicht mehrC,-,
sondern nur nocl@,-kontinuierlichsein. DieC,-Kontinuitat stellt wiederum die (vergleichs-
weise schwachere) Forderung, dasselbst stetig verlaufen und deeste Ableitung voni
nach dem Ort einen endlichen Wert liefern muss.zZdieiteAbleitung (vonz nach dem Ort)
kann in diesem Fall beliebig, d.h. endlich oderhaucendlich, sein.
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Anstatt der bekannten Formel fir die partielle gméion ineiner Dimension (siehe [TMF],
Kap. 9.3.3)

JoEan=-["Erzav ez

wird fur Gl. (3.13) die Formel fir die partielletégration indrei Dimensionen benétigt:

[ 2 acawac 2z acawac + [ 2 ar,

far ¢=x,y,2 Y=xy,2 {(=xy2 G¢(#Y#*{

(3.14)

In Gl (3.14) sind¥ =¥ (x,y,z) und Z=2Z(x,y,z) jeweils komplexe Funktionen in
Abhangigkeit der globalen, kartesischen Koordinateny und z. /7, bezeichnet die
Gesamtheit aller Rand- und inneren GrenzflacherDaenaneD und n;,  kennzeichnet die

c-Komponente(c=x,y,z) des Normalvektorsi, in einem beliebigen Punkt auf,, .

(siehe Kap. 2.2.2.2 und Kap. 2.3.2.1). Fur einelditeng von Gl. (3.14) wird auf [TFEM],
Appendix G verwiesen. Im Rahmen dieses Kapitelsebézich Gl. (3.14) ausschliel3lich auf
die mechanische Doméane, wesweder m gesetzt werden kann.

Wenn also die 9(3[3) Terme inl,, I, und I, jeweils nach Gl. (3.14) partiell integriert
werden undl, unverandert gelassen wird, erhalt man:

[ 8" (- p, + jwit, ) G- £, |dQ, +

0b,
+0—21Etzxjdxdydz—rj b [ﬂnm o, +n, r +n, D-_zx)d/_m + (3.15)

m

ﬂ["’%z + 2oy +%Ezyz]dxdydz—minmy @, +n,, T, +n,, T,)dr, +

r

m

0b 0b 0b
1 (0—4 .. +%, T +§@zx]dxdydz‘ ,{ bn,. @, +n,, T, +n, 1.)dr, =0

Gl. (3.15) wird alsschwache Forndes Differentialgleichungssystems (3.11) bezeithive
bereits erwahnt, brauchi im Gegensatz zu Gl. (3.13) nun nicht mehr in aPemkten der

mechanischen DomaneC; -kontinuierlich, sondern muss nur nocl’,-kontinuierlich
verlaufen. Eine zweite Ableitung vaia nach dem Ort kommt namlich auch nach Einsetzen

der Gleichungen (2.11), (2.12) und (2.8) in GI18.nun nicht mehr vor, weswegen diese
also beliebig sein kann.

Da auch der Funktionsvekt@r in drei Volumsintegralen der Gl. (3.15) jeweilchadlem Ort

(einmal) abgeleitet wird, wird nun fir diesen eladisf (wie zuvor schon fur den
Verschiebungsvektoii ) gefordert, dass e€,-kontinuierlich verlauft, damit sichergestellt
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wird, dass die genannten Volumsintegrale in GLEBnumerisch berechnet werden kénnen.
Bei derGalerkin-Methoddsiehe Kap. 3.4.1.2) wird diese Forderung erfullt.

Die gesamte Randflache der mechanischen Domf@pekann im Rahmen dieser Arbeit
immer in drei Randflachen aufgeteilt werden:

Fo=r o+ 4T (3.16)
m m,akl m,ak?2 m,fix

In Gl. (3.16) bezeichnet/, ,, (i=12) jeweils die gemeinsame Randflache der
mechanischen Domane und der akustischen Donfarexki (i =J,2). Auf diesen beiden
Flachen gilt jeweils die Randbedingung aus Kap.2222 /

i 1St hingegen jene Randflache
der mechanischen Domaéne, die von keiner andererdDergeteilt wird. Auf dieser hat die

fixierte Randbedingung aus Kap. 2.2.2.3 Gultigkeit.

Werden die einzelnen Terme der Gl. (3.15) andegge@mnet und die Gleichungen (3.16) und
(2.18) sowie das Gls. (2.21) in Gl. (3.15) eingesetrgibt sich:

({8 §(-w . v jom)a-5 ]+ B, + Lo, Lo,

+ %.{.% T +(a_él+%jm- dxdydz_
0z Oy )™ 0z ox) ™

[ (8@ +b,, +b,2 |dr, ~ [ [b +b,0L, +by2. |dr, -

/—m,akl /_m,akZ

[ [&h,, ©+b, 0, ©+b,Th,, 0+ (b, [, +b,H,, ) O+

(ézﬁn +b,[h )E(D+(Qlﬁnmz+ésmmx)[o]d/- -

: ‘ b b ob
ZIQH{QT (-7 o, +qurm)u_z—f3]+%u_ym +%_}2D—7yy + 2o, 4

%+% B—_x + %+% B—_Z+ %+% D—_m dxdydz_
dy Ox Yoz oy ) 0z Ox

[ [62, +b,2,+b, 2 |dr, ~ [ [bi2, +b,2, +b,2, ]dl, =0

X 2y —Z

/—m,akl /_m,akZ

my

Durch Einsetzen des Differentialoperators (2.1@s &pannungsvektors (2.13), des Last-
vektors (2.19) und des Testfunktionsvektors (31423t sich diese Gleichung folgendermal3en
anschreiben:
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Werden nun noch die beiden Gleichungssysteme (2ub8) (2.9) in der angegebenen
Reihenfolge in die letzte Gleichung eingesetztaknman:

j[ETEﬁ(—amom+jwurm)Eﬂ_2—fB]+(SE§)TEC[sEﬂ_z]de—
o 3.17
[ 8"tZdr, - [ b"Edr, =0 (347

I maki m,ak2

Ein groRRer Vorteil der schwachen Form des mechharsdifferentialgleichungssystems,
Gl. (3.17), gegenuber der entsprechenleeffizientenforn{Gls. (3.11)] ist, dass die Rand-
bedingung aus Kap. 2.2.2.2, Gls. (2.17), direkdismschwache Form eingesetzt werden kann:

j{bT Eﬁ(—a)2 o, +Jcoﬁ~m)Dl_Z—zB +(S EE)T ECESB_Z}de +
2, (3.18)
[ 8", (pdr, + [ b" G, (pdl, =0
L ak1 L n,ak2

3.4.1.2 Anwendung der Galerkin-Methode auf die mechanisch®omaéane

Wie bereits erwahnt, sind die physikalischen Vdeabin einer Doméne (z.B. die
Verschiebungernu, v und w in einer mechanischen Domanantinuierliche Funktionen

des Ortes. Um die Freiheitsgrade der Domane, eeRMerte der physikalischen Variablen in
den Knoten dieser Domane, mit einem digitalen Cderpberechnen zu kdnnen, muss die
schwache Form des Differentialgleichungssystemsedi®omaéne [Gl. (3.18), wenn es sich
um eine mechanische Domane handelt] ortidkretisiertwerden (siehe Kap. 3.1). Sollen
die Freiheitsgrade mit der Finite-Elemente-Methdzerechnet werden, so erfolgt diese
Diskretisierung tber diGalerkin-Methoddsiehe [TFEM], Kap. 2.3 und Kap. 3.3).

Der physikalische Variablenvektd/ aus dem Gls. (2.3) kann @inem beliebigen Punké

innerhalb oder am Rand der Domade approximiert werden, indem das Gls. (3.8) auf die
entsprechende Domar2 verallgemeinert wird:

U=U(%) =l_7[92(L1,L2,L3,L4,eD)] => N, (LyL,L,L,e,)W,, =

qp=1

U,, (3.19)
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Im Gls. (3.19) bezeichnet, den Index eines dreidimensionalen Netz-Elemem®denéne

D, das vier Eckpunkte hat. Befindet sich der betetehPunktx innerhalb oder am Rand
des dreidimensionalen Netz-Elememts und beinhaltetdieses Netz-Element einen Knoten

mit dem Indexgq,,, dann ist die physikalische Basisfunktionsmath¥, ~so wie N,

aufgebauf (siehe Kap. 3.2.5). Befindet sich der betrach®etekt ¥ hingegen zwar innerhalb
des dreidimensionalen Netz-Elementg, der Knotengq, gehort abemicht zu diesem

Element, so isiN,,  eine Null-Matrix der Dimensio;, x,, .

Wenn sich zweidreidimensionale Netz-Elemente dieselbe RandflfgheRahmen dieser
Arbeit also immer ein zweidimensionales Netz-Eletmeit drei Ecken) teilen und der Knoten
q, auf dieser Randflache platziert ist, dann verl&@igt physikalische Basisfunktionsmatrix

N,,, in jedem Punkt der Randflache fiir beide dreidimerden Netz-Elemente exakt
gleich - N, ist also auch auf den Randflachen aller dreidinoeraden Netz-Elemente

eindeutig definiert und es treten dort keine Ungkeitsstellen auf. Man beachte weiters, dass
auf der Randflache eines dreidimensionalen NetmE&igs eine der vier Volumskoordinaten
den Wert Null annimmt und die Ubrigen Volums- auals Flachenkoordinaten des
entsprechenden zweidimensionalen Netz-Elementspnetgert werden kénnen (siehe auch
Kap. 3.2.3).

Da n, die Anzahl der Knoten der Domaud2 kennzeichnet, enthalt die ,verkettete* Matrix
N, alle physikalischen Basisfunktionsmatrizen diddeméane. Der ,gestapelte” Vektcﬁj’D

im Gls. (3.19) besteht aus allet), Spaltenvektoreri_?'D,qD dieser Domane, beinhaltet also
alle Freiheitsgrade der Domane.

Innerhalb oder am Randier mechanischeBomane D =m kann der Verschiebungsvektor
U =4 somit ineinem beliebigen Punkt wie folgt approximiert werden:

i=i(%)=ad[#(LyLyLyLye,)]= Y. N, (LyL,L,L,e,)GE,, =

A
qn=1

ii (3.20)

% Der Indexa eines Knotens im Elemert, wird jedoch durch den Indey, dieses Knotens in der Doméane

D ersetzt. Dies ist notwendig, da, > n_ ist, aberalle Knoten in der mechanischen Domane einen eindeutige
Index erhalten missen.
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Analog kann der Schalldruck in einem beliebigen Punkt auf /-, .. (i=12), also auf

der gemeinsamen Randflache der mechanischen Doni&ren und der akustischen
DomaneD = aki, folgendermaflRen approximiert werden

Napi

p= l_’(%) = B[’E(Lsz:La?Lm eaki):l = Z Naki,qaki (L17L27L37L4? eaki) El‘_)aki,qaki =

Gari =L
) Pakia (3.21)
aki
= z Naki,qaki El‘_)aki,qaki = I:Naki,l Naki,naki:l = Naki Epzaki
Qari=1
Baki,na,”
Da N, ~entweder Null ist oder der Basisfunktion dieseoténs entspricht, isN ;. in

Gl. (3.21) eine Matrix der Dimensiorxk .., d.h. ein Zeilenvektor.

aki !

Es wird nun dewirtuelle Verschiebungsvektodi eingefihrt, der analog zum Gls. (2.5) aus
denvirtuellenVerschiebungeu , dv und dw aufgebaut ist (vgl. [TFEM], Kap. 2.2.4):

di=[du dv owl] (3.22)

In Analogie zum Gls. (3.20) kann der virtuelle \@hebungsvektodi in einem beliebigen
Punktx innerhalb oder am Rand der mechanischen Domantlgieapproximiert werden:

5i_i = 51’2(32) = JL:LI:Q_C.(LPLZ:LS’LMem):I = JL—z(Ll’LZ’LaL"em) =

= Z N,.. (L,L,LyL,e,)®4,, = Z N, B4, = (3.23)
qn=1 4 =1
51'_—im,1
=[N,;, .. N, [0 .. |=N, g,
JL—zm,nm

Im Gls. (3.23) bezeichneﬁgm,qm den virtuellen Verschiebungsvektor im Knotef). Die
Komponenten dieses Vektors, d.h. die virtuellensebiebungerdu , dv und ow im Knoten
q,,, sind beliebige konstante, komplexe Zahlen. Der ,gestapelte”ueite Verschie-
bungsvektor di,, besteht aus allen virtuellen Verschiebungsvektaden mechanischen
Domane.

1 Diese Approximation gilt im Ubrigen audhnerhalb der jeweiligen akustischen Domar® = akl oder
D =ak2 bzw., falls eine PML im Modell vorhanden ist, auenf /7, , -, d.h. auf der gemeinsamen
Randflache der akustischen Domébe= ak1 und der PML. Da jedoch in diesem Kapitel die Andiemg der
Galerkin-Methode auf dienechanischeDoméane beschrieben wird, istier nur die Approximation des

Schalldruckes auf den Flacheén, , und /7~ . von Bedeutung.

k1 k2
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Der Funktionsvekto@ in Gl. (3.18) wird nun durch den virtuellen Versghungsvektordu
aus dem Gls. (3.23) ersetzt. Weiters werden GI20j3und Gl. (3.21) in Gl. (3.18) eingesetzt:

[(N,@a,) §(-a/p, + jol, )N, &, - f; |d2, +
SIN @i ) [CSIN G dQ +
( m m) m ——m m

J
Qm
_[ (Nm D§Qm )T Ijim |:Nalel Epzakld/—m + _[ (Nm lEgm )T Ijim [Nakz |%akZCl/—m =
I ak1 [ ak2
= [[ 6@, NI, -~/ O, + joli, )N, @, |d2, - [ &, N, [, dQ, +
'Qm

Q

[ ou, SN, )" CBIN, &,dQ, +
2,
J 51’—177;1 [Nz |‘_ﬁm |:N'ozkl |‘—p_l.5tzlaalCl/_m + J 5”—177;1 [Nz |‘Tb'm |:N’akZ L—éakZd/-m = o

/-m,akl /-m,akZ

Da die Freiheitsgrade,, bzw. p,,; (i :],2) unbekanntekonstante komplexe Zahlen sind

und die Komponenten des ,gestapelten” virtuellerrseleiebungsvektordu, , beliebigen,

konstantenkomplexen Zahlen entsprechen, konnen alle die68&h aus den Integralen der
letzten Gleichung herausgezogen werden. Analogdi@s auch fir die reelle, konstante
Kreisfrequenzw. Damit erhalt man:

m m

7 E{—aﬁ Of N7, Cp, N, dQ, &, + jw0| N}, G, [N,, d2, (&, -
Q Q

[ NI f,dQ,+ [ (SIN,) [CBIN, dQ, G, +

Q 2,

m

J. Nﬁ Ij:im |:]Nakld/-m @akl-i- J. Nﬁ Ijim [NakZd/-m @akZ :0

/_m,akl /_m,akZ

Aus der letzten Gleichung folgt schliel3lich, daes idlammerausdruck einem Nullvektor der
Dimension3[#  x1 entsprechen muss:

-« O N}, [p, [N, dQ, &, + jo0f N, (%, N, dQ, (&G, +
2, 2,

[(SIN,) CBN,dQ, &, ~ [N} [, da, + (3.24)
Q, Q

m

J- NZ;L Ijim |:Nalel/_m @akl-*_ J- NZ;I |:ﬁm |:NakZ(i/_m @akZzé

/_m,akl /_m,akZ
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3.4.1.3 Volumen- und Randflachenzerlegung der mechanischddoméne
Das Volumen®,, der DomaneD entspricht:
Q2,=0, (3.25)
ep=1

In Gl. (3.25) gibtm,, die Anzahl der dreidimensionalen Netz-ElementdanDoméaneD an
und 2, bezeichnet das Volumen des Netz-Elements

Die Randflachen”,, ... (i =1,2) aus Gl. (3.16) lassen sich jeweils wie folgt zgele:
/_m,aki = zm /_em,m,aki fur I’ = :L 2 (326)
=1
die Flache eines zweidimensionalen Netz-Elemerds, d

In Gl. (3.26) bezeichnet",

jenem Teil der Oberflache des dreidimensionalen {E&tments e, entspricht, der zur
Randflache/”,, ,, gehort. Berhrt ein bestimmtes Netz-Elemept die Randflache/”

nicht, ist I~

' s 1,QRT

m,aki
— 2
=0m-°.

e, ,m,aki

Durch Einsetzen der Gleichungen (3.28)=m] und (3.26) in das Gls. (3.24) erhélt man:

mz'" -/ 0| N}, Op, N, dQ, [, + jw0| NI &, (N, dQ, &, +
.Qem .Qem

e, =1

- 3.27
[(SN,) [CBIN, dQ, G, - [ N [F,da, + (3:27)
-Qem gem B
I Ni []:im |:N’ozkl d/_m |j’zakl + j Ni Ijim DN’akZCZ/-m EpzakZ = 6
L eppm,akl ey m,ak2
Dieses Gleichungssystem lasst sich vereinfachthaeiben als:
(-’ M+ jwD +K)E, - F, +R, (P, +R, P, =0 (3.28)

Das Gls. (3.27) bzw. das Gls. (3.28) wird im Foldem alsFEM-Gleichungssystem der
mechanischen Domarezeichnet und stellt ein Kraftegleichgewicht dar.
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Die einzelnen Matrizen des Gleichungssystems (&&&en sich wie folgt zusammen:

M= ZM —ezlgj N' [p [N dQ, (3.29)

D= 21)% = mijl [ NI &, (N,do, (3.30)

K= ZK% —emzlgj (s, ) [CBIN dQ, (3.31)

R, = ZR% = le [ NG, N,,dr, (3.32)
em =41 makl

R, = ;z';R;m = emz; [ NG, N,,dr, (3.33)

Z For = Zlgj N” [f, dQ, (3.34)

Die MatrizenM, D, K, R,, R, und F,*? aus den Gleichungssystemen (3.29) bis (3.34)
werdenzusammengeflgte (assembled) Matrizke MatrizenM™ , D, K, R;", R}

und F Element-Matrizegenannt.

Man beachte, dass die Basisfunktionen in den Matri¥ und N_,. in lokalen Volums-

bzw. Flachenkoordinaten definiert sind, wéhrend Ildiegrationen und Differentationen in
den Gleichungssystemen (3.29) bis (3.34) Uber die. mach den globalen, kartesischen
Koordinaten erfolgen. Um die einzelnen Elementmatri und in der Folge die
zusammengefligten Matrizen (3.29) bis (3.34) audkacalich numerisch berechneru
kénnen, mussen daher zuerst die in Kap. 3.4.4 tigsken Koordinatentransformationen
durchgefuhrt werden.

Die Matrix M im Gls. (3.29) wird auch algusammengefugte) Massenmatdie Matrix D

im Gls. (3.30) al§zusammengefligte) Dampfungsmainixl die MatrixK im Gls. (3.31) als
(zusammengefigte) Steifigkeitsmabiezeichnet. Die Berechnung der Dampfungsmalix
nach dem Gls. (3.30) ist in der Praxis jedoch mastnicht moglich, da i.d.R. der
Reibwiderstand pro Volumen, nicht bekannt ist. Es wird daher oft angenommessces

12 Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dasSpaltenvektor gleichzeitig auch als Matrix niiter Spalte
aufgefasst werden kann.
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sich bei der Dampfungsmatrix um eine Linearkomhamatder Massen- und der
Steifigkeitsmatrix handelt (siehe [TFEM], Kap. 1@p

D=aM+ 3K (3.35)

Diese Form der Dampfung wird alRayleigh-Dampfundezeichnet, bei der und £ im
Gls. (3.35) experimentell bestimmte Parameter sind.

3.4.2 FEM-Gleichungssystem einer akustischen Domane

3.4.2.1 Frequenzbereichs-Analyse ohne Monopolqguelle

3.4.2.1.1 Schwache Form der homogenen Helmholtz-Gleichung

Im Rahmen dieser Arbeit kommt in der akustischemBwe D = akl per Definitionkeine
Monopolquelle vor.

Die skalareTestfunktion
b= Q(yc) (3.36)

wird als einebeliebigekomplexe Funktion des Ortes angenommen [vgl. B142)].

Um die schwache Form der homogenen Helmholtz-Gleighzu erhalten, muss im ersten
Schritt das Produkt aus Gl. (3.36) und GI. (2.28pridas Volumen® ,, der Doméane

D = akl aufintegriert werden [vgl. Gl. (3.13)]:
) ) °p , 9°p . 3%
[ b1l p+bp)d e, = [[f| 6T p+bEZ+b B+ b S |dxdydz =
Q1 Qo

X dy 0z

dp dp
o) o5)
= j bk? pdQ2 kl+mb Gdedydzqﬂb GLydxdydw (3.37)

L I I

kl

o)
jj b Elidxdydz 0

'le

I
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I, I, und I, in Gl. (3.37) lassen sich nach Gl. (3.14) jewpdstiell integrieren, wenn in der
letztgenannten Gleichung = b, Z =dp/0¢ und D = akl gesetzt wird:

op
o)
mbE-l—dcdde m jd dy d + j b@akuiﬁggdfakl (3.38)

akl

fur ¢=xY,2 l//=x,y,2 szayaz C;“//iz

Wird GI. (3.38) in Gl. (3.37) eingesetzt, erhalt mdie schwache Form der homogenen
Helmholtz-Gleichung (2.29):

jbEkZEde mab jdxdydz+ j blh, [Eg—ijd/'akl
j jj jdxdydz+ [ B, Eﬁg—fjd/‘akl
jjj jdxdydz+j b, [@Jdr

{5 -(ot) o+ [ BT

Qakl I k1

a

(3.39)

Die Gesamtheit aller Rand- und inneren GrenzflademDoméaneD = akl, I, , l&sst sich
folgendermal3en aufteilen:

/_akl = /_akl,lB

+r

aklshW

s

aklm

or (3.40)

ak 1PML

In Gl. (3.40) bezeichnel”
innere Normalbeschleunigur(gB) vorgegeben wird [siehe Gl. (2.48) in Kap. 2.3.2B¢i

s €ine innere Grenzflachger DomaneD = akl, auf der eine

allen anderen Flachen in Gl. (3.40) handelt es smhRandflachen’,, ., entspricht einer
schallharten Wand [siehe GI. (2.50) in Kap. 2.3.28f 7, ,, =7, .1, d€r gemeinsamen
Randflache der akustischen Domébe= akl und der mechanischen Domahk=m , wird
eine Normalverschiebung gemal® Gl. (2.52) vorgegetstehe Kap. 2.3.2.4).0 . py

bezeichnet die gemeinsame Randflache der akustidebmaneD = ekl und der PML, auf
der Gl. (2.53) gilt (siehe Kap. 2.3.2.5). Wird eoter hier angefihrten Randbedingungen nicht
fur die DomaneD = akl bendtigt, ist die entsprechende Rand- oder inGeemzflaiche auf

Om? zu setzen.
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Mit Gl. (3.40) lasst sich Gl. (3.39) umschreiben zu

[ o0 (D) Mp|dQ,,+ | b, Tpdr,,+

Qi1 T ak1iB

J- b, Mp df,, + .[ b Wiy, Mp dr ,,+ J- bW, Mp dr,,=

T ak1,shw Fakim T ak1,PML

Werden die Randbedingungen bzw. Gleichungen (2.850) und (2.52) in die letzte
Gleichung eingesetzt, erhalt man:

[ [o - (00) Wp|d2,, - [ bpwEL, G, dr,,

Qo T ah1iB (341)
j bUp L’ Uiy, i dr ,, + j émgklmgdrakl
L akim Ik, pML

3.4.2.1.2 Anwendung der Galerkin-Methode auf die akustische Dmane

Um die Freiheitsgrade der Domaiike= akl bzw. die komplexen Schalldruck-Werte in allen
Knoten dieser Doméne berechnen zu kénnen, wird331) gemald der Galerkin-Methode
diskretisiert (vgl. Kap. 3.4.1.2).

Der Schalldruckp wird in einem beliebigen Punkt innerhalb oder am Rand kKesteschen

Doméane D =akl nach GIl. (3.21) approximiert, wenn in letztgenannGleichungi =1
gesetzt wird. Der Verschiebungsvektar kann wiederum in einem beliebigen Punkt der

Randflache/,,,, =7, ... hach Gls. (3.20) angenahert werden.

Der virtuelle Schalldruck dp wird in einem beliebigen Punkf =% (L, L,,L; L,e,,,)

innerhalb oder am Rand der akustischen Dom&he akl wie folgt approximiert [vgl.
Gls. (3.23)]:

52252(3?):52[36 (L,L,, L, L, eakl)]

=) Noisgu (LyLpLyLye,) (BPu 14, = Na 110 1= (3.42)

Qar1=1

= (Nakl D51_3alel)T = 525/@1 [N:kl

In Gl. (3.42) istdp

Schalldruck im Knoteng,,, an. Der ,gestapelte” virtuelle Schalldruckvektop,,, ist ein

g, €iN€beliebige konstante, komplexe Zahl und gibt den virtuellen

Spaltenvektor der Dimensiam, ,, X1, desserny,,, -te Komponentedp ist.

akl,q,.,
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Werden Gls. (3.20) und Gl. (3.21) in GIl. (3.41)gsretzt und wird aul3erdem die skalare
Testfunktion b in der letztgenannten Gleichung durch den virarellSchalldruck aus

Gl. (3.42) ersetzt, erhalt man:

- T
J- [JBZkl NG, (B° [N, (Dor1— (D (N ;. [DP; 1) MNP ]:lank 1

'Qakl

I Jpakl [kal [$|33’],akl[iﬁ d/— + I 5pak l[:NZk 1@ W []iak 1 Ijz—m d/—ak l+

T ak1,iB Faktm

J- pakl [NaTkl mfkl [ [Nakl Eﬁak 1d/_

r akl,PML

- 1 T
= I_jfkl Eﬁa)z DJ- Nakl El_ [:Nakld'o k1 [_—ﬁakl I (|:| [:Nakl) DD [Nak ld'Qak 1@ak 1

'Qakl

lOl:| I N:kl Iji:l?:alei/-ak1|:ai +p|]dz D I Naklljigk 1[Nm d/-ak lljz—m +

T ak1iB T akt,m

J- Nakl []ifkl [E [Nakld/—akl |@akl =

r akl,PML

Daraus folgt weiter:

1
szI N Gc_thakld'Qakl@akl_ j (D[Nakl) DN, kol[ﬁakl

akl 'Qakl

pl:' j Nakl Iji]cf‘alel/_akllﬁ +[)|]”J2 D I Nak 1|]:i5k 1[Nm d/_ak lljim + (343)

akl, iB /—akl m

j Nakl B:ig‘kl DD [Nakld/_akl |@akl = 6

akl PML

3.4.2.1.3 Volumen-, Rand- und innere Grenzflachenzerlegung deakustischen Doméane

Die innere Grenzflache,, , und die Randflache”,, ,,, aus Gl. (3.40) konnen jeweils
folgendermal3en zerlegt werden:

1 Mypa Mgy
Dz /_eakl,akl,iB bZW' /_aklPML = z /_eakl,aklPML (344)

€ak1 =1 €ak1 =1

I i :E

In Gl. (3.44) bezeichnet”, .., bzw. /", ..., die Flache eines zweidimensionalen
Netz-Elements, das jenem Teil der Oberflache deglidiensionalen Netz-Elements,,
entspricht, der zur inneren Grenzflacktg,, , bzw. zur Randflache” ,, ,,, gehort. Die

Flache/", .15 DZW. 1, .ipyr iStNUll zu setzen, wenn ein bestimmtes Netz-Elenegn
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die entsprechende innere Grenz- bzw. Randflach@ bieriihrt. Die Multiplikation mit dem
Vorfaktor 1/2 im Fall der inneren Grenzflache rihrt daher, dagsh jeweils zwei
dreidimensionale Netz-Elemenianerhalb derselben Domandieselbe zweidimensionale
Netz-Element-Flache teilen und durch den Vorfaldomit verhindert wird, dass all diese
zweidimensionalen Netz-Element-Flachen doppeltigéréerden.

Werden auRerdem das Volume®,, nach Gl. (3.25)[D =akl] und die Randflache
I aiam = man Nach Gl. (3.26)[i=1] zerlegt und diese Gleichungen gemeinsam mit

a

Gl. (3.44) in das Gls. (3.43) eingesetzt, erhdltnn@das FEM-Gleichungssystem der
akustischen Doman® = akl fur eineFrequenzbereichs-Analyse

a)z DJ. Nakl B_ |:Nakld'(2 k1l |$ak1 J. (|:| |:]N’otk 1) DD |:]N’otk ld'Q k lEIriak 1

—l
€ak1 akl 'Qeakl

pB]—' D j NT. Eﬁfakldfaklfiiﬁ j N7 G2 IOIN,, dF Py |+ (3.45)
mef 0 j N? @ N dr, G, =0
=} Fo s
Dieses FEM-Gleichungssystem lasst sich vereinfankthreiben als:
(afnvl—Hl)@akl—ng@0+pWER{ &, +P B, =0 (3.46)

Man beachte, dass die mR, bezeichnete Matrix im Gls. (3.46) mit der MatRR, im

Gls. (3.28) ident ist. Die anderen zusammengefllytatrizen des Gleichungssystems (3.46)
ergeben sich jeweils aus der Summation der entspnelenm ,, Elementmatrizen zu:

Map1 Map1

W, :e;me :e;gj Nakla—[NakldQ (3.47)
H, = leHl _ '”zmj (OIN,,)) MIN,,,d2,, (3.48)
B= mle . . j N7, Gil,,dr (3.49)
P-= mz P = mz [ NI, G, MN,,dr,, (3.50)

€=l Car1=1, i puL
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3.4.2.2 Frequenzbereichs-Analyse mit Monopolquelle

Wenn der Storterm in Gl. (2.28) auf die linke Segebracht wird, lasst sich die
Differentialgleichung fiir die akustische DoméBe= ak2 wie folgt anschreibett*

K Tp+0p+ plolg B (3 -%,) =0 (3.51)
Da die einzelnen Schritte bei der Herleitung dedRHeichungssystems der akustischen

Doméane D = ak?2 weitgehend analog zu Kap. 3.4.2.1 verlaufen, wird=olgenden auf eine
detaillierte Herleitung verzichtet und es werdendie entsprechenden Ergebnisse angefuhrt.

3.4.2.2.1 Schwache Form der inhomogenen Helmholtz-Gleichung

Die schwache Form der Differentialgleichung (3.5t)

[ [Q % (p - (008)" (Mp + b [p [y (x—azQ)}ankz +
(3.52)
J- blpL i, @ dr,,=0

ak2

Wie Gl. (3.52) entnommen werden kann, gilt auf desamten Randflache der Domane
D = k2 die Randbedingung nach GlI. (2.5%)

3.4.2.2.2 Anwendung der Galerkin-Methode auf die akustische Dmane

Wird die Galerkin-Methode auf die akustische Doméabe=ak2 bzw. auf Gl. (3.52)
angewendet, erhalt man das folgende Gleichungssyste

1 T
o D.[ NaTkz Gc_z [NakZd'Qak2 EEakZ - J- (D DNak 2) N [Nak Zd'Qak 2EPak 2t
Q

ak2 'QakZ

pwn| NI, g8 (i-%,)dQ,, + (3.53)

'Qak 2

IOBUZDJ NZkZ Ij’z:‘:kZ |:N’m d/_akZ [j—zm =6

T ak2

¥ Im Rahmen dieser Arbeit wird eine zweite akusés@omaneD = ak2 nur fir das Simulationsbeispiel
.Hohler Zylinder* benétigt (siehe Kap. 5.4). In digxr zweiten akustischen Doméne ist auch die Mowpedke
enthalten.

14 Beim Simulationsbeispiel ,Hohler Zylinder* aus K&p4 werden namlich keine anderen Randbedinguagén
der Randflache der akustischen Domabe= ak2 bendtigt. Eine innere Grenzfliche kommt in diesem
Simulationsbeispiel bzw. in der Domaie = ak2 ebenfalls nicht vor.
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3.4.2.2.3 Volumen- und Randflachenzerlegung der akustischen @nane

Das Volumen @2 ,, der akustischen Doman® =ak2 wird gemall Gl. (3.25) und die
Randflache dieser Domang,,, = /,,,. = /,...» 9emaB Gl. (3.26]i = 2] zerlegt. Durch

Einsetzen dieser beiden Gleichungen in das GIs53)3.erhalt man dasFEM-
Gleichungssystem der akustischen Domdhe ak2, das in Abhangigkeit der zusammen-

gefugten MatrizerW,, H,, g und R, wie folgt angeschrieben werden kann:

(2 OW, - H,) (B, + p LG + p[&f R G, =0 (3.54)

Die Matrix R, im Gls. (3.54) ist wiederum mit der MatriR, aus dem Gls. (3.28) ident. Die
Matrizen W,, H, und g im Gls. (3.54) werden aus den Elementmatri¥éfy>, H3*> und

G (eu, =12...,m,,) berechnet [vgl. Gleichungssysteme (3.47) und {R.48

Mak2 Mak2

W,= > W=y j Naszl—[Nakzd_Q (3.55)
€21 Car2=10,

H, =3 Hi=S [ (o N,,,) MN,,,d2,, (3.56)
€qp2=1 2710, .

q= ZC_Y = I N7, g9 (3 -%,)de,, (3.57)

€ar2=1 2”10, ,

3.4.2.3 Eigenfrequenz-Analyse

3.4.2.3.1 Schwache Form der homogenen Helmholtz-Gleichung

Wird berticksichtigt, dass eirteigenfrequenz-Analysen Rahmen dieser Arbeit nur fur eine
akustische Domané = akl durchgefiihrt wird (siehe Kap. 5.3) und dass adedilachen
dieser Domane als schallhart angenommen werddme[§3é (2.50) in Kap. 2.3.2.3], so ergibt
sich in Analogie zu Gl. (3.41) die schwache Formdigerentialgleichung (2.32) zu:

Aei T
[|oB-£p~(0b) Wp|dQ,, =0 (3.58)

c
'Qakl
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3.4.2.3.2 Anwendung der Galerkin-Methode auf die akustische Dméne

Durch Anwendung der Galerkin-Methode auf die alsaste DoméaneD =akl bzw. auf
Gl. (3.58) erhalt man analog zum Gils. (3.43)]:

1 T .
Aeig D.[ kal Elc_2 |:Nakl d'Qakl |@akl - .[ (D |:Nak l) E[D [Nak 1d'Qak l@ak 1: O (359)
o Cara

3.4.2.3.3 Volumenzerlegung der akustischen Doméane

Das Volumen der akustischen Domadk=akl, 2, wird im nachsten Schritt gemai

Gl. (3.25) zerlegt, d.h. diese Gleichung wird insd&ls. (3.59) eingesetzt. DdEM-
Gleichungssystem der akustischen Domdpe akl kann dann flr eindcigenfrequenz-
AnalysefolgendermalRen angeschrieben werden:

—

(/]eig (W, - Hl) (D1 =0 (3.60)

Die beiden MatrizerW, und H, im GlIs. (3.60) entsprechen den zusammengeflgtenzda

der Gleichungssysteme (3.47) und (3.48). Das GRB60J kann folgendermalien
umgeschrieben werden (vgl. [TFEM], Kap. 16.4.1 #ag. 16.4.2):

Hll:)akl = Aeigwll_aak 1

Werden beide Seiten dieses Gleichungssystiétks mit W, multipliziert, lasst sich das
Eigenwertproblem so anschreiben, wie es in deratibe tblicherweise formuliert wird:

AP =g Do mit A=W'MH, (3.61)

Fur einen Algorithmus, nach dem die Inverse einatrM berechnet werden kann, wird auf
[LANM], Kap. 7.4 verwiesen. Der Vektop,,, wird im Zusammenhang mit Gl. (3.61) auch

als Eigenvektor bezeichnet, der den Verlauf einer zum Eigenwdy zugehdrigen

Eigenmode in den Knoten der Domak=akl beschreibt (zu jedem Eigenwert existiert
mindestens ein Eigenvektor, der von allen andergeriZektoren linear unabhangig ist).
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3.4.3 FEM-Gleichungssystem einer PML

3.4.3.1 Schwache Form der Differentialgleichung der PML

Um die Herleitung des FEM-Gleichungssystems eifdL Bbersichtlicher zu gestalten, wird
zunachst die komplexe Konstargedefiniert:

g=jC 4rr 41

+ 3.62
Op, B Opyy, (B ( )

Durch Einsetzen von Gl. (3.62) in die Differentiaighung der PML, Gl. (2.47), erhalt man:

, 1 62]_) 1 62]_) 1 02
C g (W) o g, (br) o g (A7) o

IS

-0 (3.63)

Damit die schwache Form der Differentialgleichu@gif) bzw. (3.63) gebildet werden kann,
wird das Produkt aus Gl. (3.36) und Gl. (3.63) ubas Volumen der PMLQ,,,, auf-

integriert:

1 0°p
gpjmbugzq@dQPML+ngijme ey )D L dxdydz+
Il - (3.64)
1 9p )
b[jﬂbm_g@ B A) dxdydz+sz‘;[l_[bm_g®(|z| 4) dxdydz 0

I, I,

I,, I, und I, kénnen jeweils nach Gl. (3.1 = PML| partiell integriert werden:

op
I es—— DL acapc = ] EbDa[aC]d dydg =
i 1m0 (d=¢) 0™ e (d-¢) " e *
[l o e e el + [ e i BT
-QPMLl gl&f |C| CL) OC 64‘ /_PMLl gB'C (|C|_Cl) FMe = GC puL

fur ¢=x,y,2 ¢Y=xy2z {=xy2z G(EtY*{
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Wird die letzte Gleichung in Gl. (3.64) eingese&zyibt sich:

J. b (&? Q_Jd-QPML -

'QPML

1 b 52 1 82
Wy e | mgm ) " 25 e
1 b Op 1 op
B=dxdyd bE=dr
gjpjil-gﬂéy(lyl v) oy oy Z+f£@1—g@y o-y) T ey
b 9p 1 9p _
gijj )% E—Ia;dxdydz+r;[m _g&z(z|_2i)mpmzu_>ga;drpm 0

Die gesamte Randflache der PML kann folgendermaf3&geteilt werden:

+ I (3.66)

r pML ~ r PMLar1 T r PML aufien PML,iibrig

AUt 7o s = T apipa» der gemeinsamen Randflache der PML und der apgneien
akustischen Domang = akl, gilt:

. (2= ) =s, (ly]= ) =s.

Die aul3ere Randflache der PML,,,,; ..., besteht aus mehreren Teilflachen, auf denen

-2,)=0 (3.67)

jeweils eine kartesische Koordinate=x,y,z den konstanten Wert =¢, +9J,,, bzw.

¢ =-¢ —Opy, hat (siehe z.B. Abb. 2.1 in Kap. 2.3.1.3). Die ion 3:( —ci) hat auf
einer solchen Teilflache vof,,; ..., den Wert 1:
S¢ (|C|_Ci) :sc((i + Oy, _Ci) :Sc(JPML) =1 (3.68)

Zur noch Ubrigen Randflache der PML, ., ..., gehort z.B. der Boden der PML bei
z=0m. Im Fall des Subwoofers aus Kap. 5.2 sind auch&etienenx =0m und y =0m
Teilflachen von/ p,; ... Wenn nun¢ = x, y,z die Richtung ist, in die jener Normalvektor

ipy, Z€igt, der auf eine der drei zuletzt genanntemEbeenkrecht steht, dann gilt:
S¢ (|C|_Ci) =S¢ (|Om|—(l.) =S¢ (_Ci) =0 (3.69)

Die Werte der beiden Funktiones, (j¢|-w,) [¢ =x,y,2;¢ #¢] auf der betrachteten
Teilflache von /" py; wugen OZW. [ oy i, SN fUr die weitere Rechnung nicht relevant, da
jeweils n,,, , =0 ist und somit auch jeweils das folgende Produksarewvindet:

1
B”L =
1-g6, (¢|-w) ™ 1-gB, (¢ -v)

Multiplikationsfaktor

=0 (3.70)
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Der Multiplikationsfaktor in GI. (3.70) kann songine beliebige komplexe Zahl sein.

Wird Gl. (3.66) in Gl. (3.65) eingesetzt und werd#ie Erkenntnisse berucksichtigt, die im
Zusammenhang mit den Gleichungen (3.67) bis (&#)en, erhalt man:

1 b a]_) _
QJMLbUgZQDdQPML le‘;[;[ _ng(|x|_ )%Ga;dxdydz
1 1 0
QHMI 1-g8, (|- *)ﬁ_g_dxdydz ;!IMI 1-g 3, (|| - )%E’; dxdydz +

I bljiPML DDBd/_ rur T j b G_ mPML DDI_’ Al oy, + I b HiPML DDI_’ dl pyy, =0
/-PML akl /—PML uffen /-PML ibrig
Weil die Randflachen/ ,; ., Und 7y 0 im Rahmen dieser Arbeit immer als

schallharte Wande implementiert werden [siehe &bQ) in Kap. 2.3.2.3], ergibt sich die
schwache Form der Differentialgleichung der PMLigiich zu:

é?—El— dxdydz -
x| ) Ox Ox

(3.71)

.[”1 gl t|y| y)%G;dxdydz—

b 0,
ﬂfl g@lﬂ ZV)G%E-Ia%dxdydz+ _[ bEﬂiPMLu]]Bd/-PMLZO

TP,k

3.4.3.2 Anwendung der Galerkin-Methode auf die PML

Der Schalldruckp kann in einem beliebigen Punkt innerhalb oder am Rand der PML
folgendermal3en approximiert werden:

p=p (55) = B[’E(L1>L2>L3>L4> ePML):| = Z NPML,qPML (L17 L,L,L, ePML) El‘_)PML,qPML =

qpyr =1

Do (3.72)

= z NPML,qPML D_JPML,qPML = |:NPML,1 NPML,nPML:| =Npy, Copu,

qpmr, =1
Prmt gy,

In Gl. (3.72) entspricht die physikalische Basisftionsmatrix N, .~ einem Skalar (siehe
Kap. 3.2.5). Damit isiN,,,, eine Matrix der DimensionXn,,, bzw. ein Zeilenvektor. Auf
I pspars = T aripur» @S0 auf der gemeinsamen Randflache der PML werdablustischen

Doméane D = akl, kann der Schalldruck aufgrund der RandbedinguachnGl. (2.53) in
Kap. 2.3.2.5 alternativ zu GI. (3.72) auch tber @3l21) [i :1] approximiert werden. In

diesem Kapitel wird letztere Vorgehensweise gewahkil so bei Vergleich der FEM-
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Gleichungssysteme (3.46) und (3.75) [siehe Kap.238 und Kap. 3.4.3.3] aufgrund der
Verwendung desselben Vektorg,,, klarer ersichtlich ist, dass alle Freiheitsgradd a

I pvpars = T arapi. D1 DZW. nach der Losung des Modells eindeutigndat sein missen.
Diese Forderung folgt wiederum direkt aus der Raddigung nach Gl. (2.53).

In Analogie zu Gl. (3.72) kann derrtuelle Schalldruckdp in einem beliebigen Punki
innerhalb oder am Rand der PML wie folgt approxitneerden:

op=0p(x)= 5£[£(L1,L2,L3,L4, ePML)] =0p(L,L,L,L epy, )=

pyy, pyyr, (3 73)
= z Nowr g, (Ll?LZ?LS’L47 ePML)wI_)PML,qPML = z Nowr g, OPrur g, =
qpyr, =1 qpyr =1
5I_7PML,1
_ _ - _ x=T T
= |:NPML,1 NPML,nPML] =Ny, D51_7PML = 5BPML [N bz
é-IEPML,nPML

Wird in Gl. (3.71) die Testfunktiorb durch den virtuellen Schalldruc&p nach Gl. (3.73)
ersetzt, und wird weiters Gl. (3.72) bzw. Gl. (3.§1=1] in GI. (3.71) eingesetzt, erhalt man:

.[ 5 PML |:]NgML %2 |:‘mIPML |:EPML dQPML -

Qpyp,

0 (JppML |:]ngL ) Da (NPML |:EPML )

J{! 1-g13, l(|x| ) P
Q”MI - g3 tlyl v) : (JpPngmgML) $ (NPM;y@PML i drdz=
Q”MI 1-g0G l|Z| z) $ (JpPMc;zmgML) c (NPMgz@PML) drdydz+

) f OB Ny By, DNy BBy @7 gy, =

= OBt E{af 1] N, 4 N1 Do, B, -

I I j ﬂ)NgML [?NPML + 1 ﬂaNgML [?NPML +
1-g13, |x| ) 0x Ox 1—§By(|y|—yi) oy Oy

'QPML

1 NPML NPML
1—§&Z(z|—z)d) d) 62 }dxdydz[@PML+

J. NPML Bi1€ML M N, A7 pyy, I:Eakl} =

7 PML ak1
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Aus der letzten Gleichung folgt:

of D_[ NPML D_ (N 3. d Py, Ppy ~

Ly,

Hj 1 E?NgML E?NPML + 1 L(?NPML L‘?NPML +
o | 188, (x[-x)  ox  ox  1-gB(b]-w) o o
(3.74)

1 N N
1-g 53, —Z)E(? PMLD@OZML dxdydz[Ppy; *

_[ Ny Bpy, T N A7 gy, (P = 0

7 PML,ak1

Der Nullvektor im Gls. (3.74) ist ein Spaltenvektoit n,,,, Komponenten (Nullen).

3.4.3.3 Volumen- und Randflachenzerlegung der PML

Das Volumen der PMLQ,,,, wird gem&R Gl. (3.25)D = PML]|, die Randflache’,,; ...

gemald Gl. (3.44) zerlegt. D&EM-Gleichungssystem der PMkann dann mit Hilfe der
zusammengefligten Matrizéfi, L. und Q wie folgt ausgedrickt werden:

(e OF = L) By, + QP00 =0 (3.75)

Y, L und Q werden dabei folgendermaf3en bestimmt:

Y=Y Y=y I Nl O (N, Ay, (3.76)

epyr, =1 epyyr, =1 2,
g2 1 NZ N

L= Lo = da PML f PML

Z 2, Qm g, (d-x) 0r o -
1 fNPML E?NPML + 1 |:?NPML E?NPML dx dy dz

1-gB,(y-2) & o 1-g0.(H-2) 0z

Q= Q==Y | N, G, DN,d, (3.78)

€ar1=1 ear1=1r, i pur
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3.4.4 Koordinatentransformationen

Um die FEM-Gleichungssysteme aller Domanen einesldil® I6sen zu kénnen bzw. alle

Freiheitsgrade des Modells berechnen zu kdénnengemedie zusammengefligten Matrizen
aller Doméanen des Modells bendétigt, die wiederunclllBummierung der entsprechenden
Elementmatrizen berechnet werden konnen (sieneKdptel 3.4.1.3, 3.4.2.1.3, 3.4.2.2.3,

3.4.2.3.3 und 3.4.3.3). Bei der Berechnung der Etgmatrizen selbst ergibt sich jedoch
folgendes Problem: Die Integrale und Differentiatolgen tber die bzw. nach den globalen,
kartesischen Koordinatew, y und z, wahrend die physikalischen Basisfunktionsmatrizen

N,. "> bzw. BasisfunktionenV, in N, in Abhangigkeit der lokalen Volumskoordinaten
L,L, L, und L, stehen. Uber die in diesem Kapitel beschriebek@ordinaten-

transformationerwird ermoglicht, dass die numerische Berechnumgkdenponenten jeweils
einer Elementmatrix ireinemeinheitlichen, ,neuert® lokalen Koordinatensystermrfolgen
kann.

3.4.4.1 Berechnen der globalen Ableitungen einer Basisfunidn

Es wird nun eine Vorgehensweise beschrieben, diiectetztendlich erreicht wird, dass die
globalen Ableitungen einer Basisfunktion (die Ahlegen der Basisfunktion nach den
globalen, kartesischen Koordinaten) numerisch lheretcwerden konnen. Dies wird bei der

Berechnung der Elementmatriz&f~ , H;*+, P, H}*, L'»* und Q* aus den Kapiteln
3.4.1.3,3.4.2.1.3, 3.4.2.2.3 und 3.4.3.3 bendtigt.

Der erste Schritt bei der Berechnung der globaléteifungen einer Basisfunktion ist die
Definition der folgendefokalen Koordinatentransformatiofsiehe [TFEM], Kap. 5.6):

6 =1Ly
$ =L,
$ =L,
1-¢,-¢,-¢;=L,

(3.79)

Durch das Gls. (3.79) werden die z.T. voneinantdééagigen 4 lokalen Volumskoordinaten
L,L, L,undL, formal auf 3 voneinander unabhangige lokale Kowatn reduziert.

5 Man beachte, dass die physikalischen Basisfurdtiatrizen aller Knoten, dieicht zum Elemente,
gehdren, Nullmatrizen sind. Auch die Ableitungeesdir Nullmatrizen ergeben wieder Nullmatrizen.gEslaher
ausreichend, nur die Basisfunktionen der Knatefz =1,2,...,n.) desElementse, zu betrachten. Das ist der

Grund, warum in diesem Kapitel nun wiederstatt g, fur die Indizierung der Knoten verwendet wird.

6 Es handelt sich bei diesem ,neuen“ lokalen Koatinsystem alsaicht um das bereits bekannte lokale
Flachen- bzw. Volumskoordinatensystem.
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Die Ableitung einer Basisfunktiodv, nach der lokalen Koordinat& (i =12 3) hangt mit

den Ableitungen der Basisfunktion nach den glohalartesischen Koordinaten tber die
Gleichung

ON, _ON, ox A ON, 0y A ON, 0z i=12¢ (3.80)
O ox 0& 0y OF 0z OF

zusammen (siehe [TFEM], Kap. 5.5).

Gl. (3.80) lasst sich in Vektor-/Matrixschreibweif@gendermalRen als Gleichungssystem
formulieren:

oN, | [ox o @ ]|[an,] [oN,]

04, 0¢, 04, 04 Ox Ox

ON,|_|Ox Oy 0z i ON, _Jd ON, (3.81)
05, | |06, o0&, 0&,|| o 0y

ON, 0x 9y 0z | |ON, ON,
| 0&, | |0, 0&, 0&,| L 0z | L 0z |

Die Matrix J im Gls. (3.81) wirdJacobi-Matrix genannt. Die einzelnen Komponenten
0¢/0¢, (c:x,y,z undi:J,Z:) der Jacobi-Matrix hé&ngen mit den Ableitungen der

globalen kartesischen Koordinaten nach den lokdt@omskoordinaten wie folgt zusammen:

¢ _ 3¢ AL, d¢ AL,  d¢ AL, ¢ AL,

(3.82)
0 0L 0& 0L, 0 OL,0& OL, 0,

fuar =123 und ¢=x,y,z

Durch Einsetzen des Gleichungssystems (3.79) i3@2) erhalt man:

96 _9¢_9¢ fir ;=123 und c=xy.2

96 oL oL,

Handelt es sich bee,, um ein Lagrange-Element [siehe Gls. (3.3)], sabergich fur die
Komponenten der Jacobi-Matrix des Gleichungssys{@m4):

9¢_09¢_9¢ ¢ fir i=123 und c=x,y,2 (3.83)

0 oL, oL,
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Ist e,, hingegen ein isoparametrisches gebogenes Elemsiehe[Gls. (3.4)], lassen sich die
Komponenten in der Jacobi-Matrix des Gleichungesyst(3.81) wie folgt berechnen:

SN | 93N,
0¢ _0¢ _0¢ _ (zl j_ (Zl j:z ON, _ON, |
0 oL, oL, oL, oL, “\oL, oL, )

(3.84)
fuar =123 und ¢=x,y,z

Wird das Gls. (3.81) links mit der inversen Jacefaitrix, d.h. mitJ ™ multipliziert, so erhélt
man schliel3lich ein Gleichungssystem, das es drladi@ (ersten) Ableitungen der
Basisfunktionen nach den globalen kartesischen dioaten durch Ausdricke zu
substituieren, die nicht mehr von den globalendsam nur noch von den lokalen Koordinaten
¢, &, und &, abhangen:

[N, ] 0N, |
0x 0,
ON, | _ . loN
e = J[—= 3.85
o 92, (5:89
oN, oN,
L 0z | | 0&, |

Das Gls. (3.85) entspricht somit eineransformationder globalenin lokale Koordinatert”.
Analog zu Gl. (3.82) hangen die AbleitungéV, /0¢, (i =123 aus dem Gls. (3.85) mit

den AbleitungerdN, /0L, und 0N, /0L, Uber die folgende Beziehung zusammen:
ON, ON,0L oN,dL, oN, 0L, ON,0L,_ON, ON
= + + + = -

= @« §=12% (3.86)
96 oL, 0 9L, 0& L, d& oL, 0§ oL oL,

Die Ergebnisse der AbleitungéN, /dL, (i =123 4) in den beiden Gleichungen (3.84) und

(3.86) sind Polynome in den lokalen Volumskoordemat die durch Einsetzen des
Gleichungssystems (3.79) auch als Polynome derldok#&oordinaten &, ¢, und &

angeschrieben werden kénnen.

Da eine notwendige Bedingung fur das InvertiereneriMatrix ist, dass die Matrix
quadratisch ist, wird durch das Gls. (3.85) nun klar, warum dies&ualiche lokale
Koordinatentransformation nach Gls. (3.79) einggfidlurde.

" Diese Aussage gilt genauso auch fiir die beideiti@lagen (3.87) und (3.89).

18 Bei rechteckigen Matrizen wére nur eine Pseudogior iiber Singularwertzerlegung und LMS-Berechnung
aber keine ,echte” Inversion méglich (siehe [AMTKRp. 5.3.1).
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3.4.4.2 Integration tber das Volumen eines Netz-Elements

Die Integration uber das Volume®,  jeweils einer Elementmatrid*® , D™, K, Fer,
W, Hi, Woez | Hoez | g2 Y oder L™ ist urspringlich in globalen, kartesischen

Koordinaten definiert (siehe die Kapitel 3.4.1.34.3.1.3, 3.4.2.2.3 und 3.4.3.3). Diese
Integration kann aber folgendermal3en umformulietden (ohne Herleitung, siehe [TFEM],
Kap. 5.5.2, Kap. 5.6 und Appendix F):

11-& 16, 63

j )da, m dedyde=[ [ [ ()7 (& & &)dedede, (3.87)

0

In GI. (3.87) symbolisier{+) einen beliebigen Ausdruck und

o 0
0& 0 0¢
Ox 0dy 0z

J (8,6, ¢;) = det(J) = % 9 % (3.88)
Ox Ody 0z
0&, 0, 06,

bezeichnet dieJacobi-Determinante Eine Beschreibung, wie Determinanten berechnet
werden, befindet sich z.B. in [LANM], Kap. 8.

3.4.4.3 Integration tber die Randflache eines Netz-Elements

r

e, ,m,ak2’

r

Soll Gber eine Flache™, (77, . . oo,k LiB
wie dies bei der Berechnung der Elementmatriln, R;, B, P und Q" aus den

Kapiteln 3.4.1.3, 3.4.2.1.3 und 3.4.3.3 erfordérlicst, so kann, wie im Folgenden
beschrieben, vorgegangen werden.

oder/”,  .ip) iNtegriert werden,

84 Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@



Simulationen im Bereich der Technischen Akustik e Binite-Elemente-Methode (FEM)

Analog zum Gils. (3.79) werden die z.T. voneinandéhangigen 3 lokalen Flachen-
koordinaten L,,L, und L, formal auf die beiden voneinander unabh&angigeraléok

Koordinatené, und ¢, reduziert:

&=L,
$ =L,
1-¢ -6, =L,

Auch die Gleichungen (3.82) bis (3.84) gelten agawenn L, jeweils durchL, ersetzt wird
und der Index jeweils, anstatt bis 3, nur bis 2 laft=12).

Es wird nun der Vektord/:D definiert (ohne Herleitung, siehe [TFEM], Kap. 3.5und
Appendix F):

0 | |og,
. dy | | a
dr, =i, W, = % x % [Hé, dé,
1 2
0z | | 0z
106, ] |94,

Wird die Integration eines beliebigen Ausdrucksrigiee Flache/”, - durchgeflhrt, so lasst

sich diese Integration, die ursprunglich in globaleartesischen Koordinaten definiert wurde,
wie folgt in den lokalen Koordinatefi und ¢, anschreiben:

_a_x_ _a_x_
0 0
R 11-§ ajl ajz
[ ()ary=[@Ear|=] [ ()¢ 2 "|oe dé dé, (3.89)
D D z a_z
104, ] 94, ]

Die Integrale nach Gl. (3.87) und nach GIl. (3.8%rden numerisch berechnet, d.h. die
Integrale werden durch gewichtete Summen ersetat.genauere Details zur numerischen
Berechnung von Integralen wird auf [TFEM], Kap. 5i8 5.12 verwiesen.
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3.4.5 Losen aller FEM-Gleichungssysteme des Modells

Wie nach dem Berechnen aller im Modell vorkommendesammengefligten Matrizen
weiter vorzugehen ist, hangt davon ab, fir welchmlyse-Art die Losung des Modells
erfolgt.

3.4.5.1 Frequenzbereichs-Analyse

Bei einerFrequenzbereichs-Analys@nnen die Frequenzen frei gewahlt werden, flrddie
Modell gelost werden soll. Es werden dann flr jédequenz jeweils separat die FEM-
Gleichungssysteme aller Doméanen des Mod&lisultan geldst, indemalle Freiheitsgrade
(die physikalischen Variablen in allen Knoten desdélls) berechnet werden. Man beachte,
dass esiicht moglich ist, die FEM-Gleichungssysteme unabhéawgig den jeweils anderen
zu losen, da diese tUber Randbedingungen miteinaedeoppelt sind (siehe auch die Kapitel
2.2.2.2,2.3.2.4 und 2.3.2.5).

Eine Beschreibung typischer Algorithmen, die fure dderechnung der Freiheitsgrade
herangezogen werden kdnnen, befindet sich beigmede in [TFEM], Appendix C sowie in
[LANM], Kap. 2.5 und Kap. 2.9. Grundsatzlich gibs esine Unterteilung in direkte
Losungsverfahren (z.B. nicht verketteter Gaul3-Atbarus) und iterative Losungsverfahren
(z.B. Preconditioned Conjugate Gradient — Algoritisn

3.4.5.2 Eigenfrequenz-Analyse

Bei einer Eigenfrequenz-Analyseuss zuerst eine endliche Anzahl an Eigenwertem. bz
Eigenfrequenzen berechnet werden, fur die ansdr@ie zugehorigen Eigenvektoren, die
die Freiheitsgrade beinhalten, berechnet werden.

Die jeweils einem Eigenwerd,,, entsprechende Eigenfrequefizerhalt man durch Umfor-
mung von Gl (2.31):

+, /A

— eig

_277

Das positive Vorzeichen in der letzten Gleichundl smdeuten, dass nur digositive
Quadratwurzel des Eigenwerts berechnet wird, dplaysikalische Definition einer Frequenz
voraussetzt, dass diese positiv ist.

Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren Kéoen verschiedene Algorithmen, von
denen einige in [LANM], Kap. 15 im Detail beschrggbsind, erfolgen. Auch hier gibt es eine
Unterteilung in direkte Losungsverfahren (z.B. \alwren nach Krylow) und iterative

Algorithmen (z.B. Verfahren nach von Mises).
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3.5 Postprocessing

Beim Postprocessing werden im ersten Schritt Watephysikalischen Variablen an endlich
vielen Punkten im Modell, an denen Simulationsenggd® graphisch dargestellt werden
sollen, berechnetn den Knoten des Modells sind die physikalischenalden bereits bei der
Lésung des Modells berechnet worden (siehe Kap. Bglist jedoch haufig Gbersichtlicher,
Simulationsergebnisse auch an Punkerscherden Knoten darzustellen.

Es wird nun ein Netz-Elemené der minimalen Dimension d (d =12 3) betrachtet,
innerhalbdessen sich ein Punkt befindet, fir denx #x,, a =1 2...,n, gilt. Wennx z.B.

innerhalb eines dreieckigen Lagrange-Elements iplatist, dann entspricht das Netz-Element
diesem Dreieck (das Wort ,innerhalb” schliel3t ddiispielsweise aus, dass sichan einer
aul3erenKante des dreieckigen Elements befindet). Die ilalischen Variablen im Punkg
kénnen dann nach Gls. (3.8) aus Kap. 3.2.5 beréeterelert®.

Sobald die physikalischen Variablen an allen gewfiteh Punkten im Modell bestimmt
worden sind, koénnen dort mit den physikalischen iAtden zusammenhangende
physikalische Grol3en berechnet und Uber den Bildacldes Computers graphisch
ausgegeben werden. Im einfachsten Fall werden tdoek Realteile der physikalischen
GroRRen dargestellt. Es kénnen aber beispielsweisdh alie Schalldruckpegel aus den
Schalldriicken (an den jeweiligen Punkten) berechndterstere anschlieend am Bildschirm
gemal einer bestimmten Farbcodierung angezeigewerd

Es sollte auRerdem bedacht werden, dass der Went ghysikalischen Gréf3e gar nicht im
infinitesimal kleinen Knoten auf dem Bildschirm d€®mputers dargestellt werden kann.
Stattdessen muss der i.d.R. farbcodierte Wert andiestens einem Pixel angezeigt werden.

Bei der Berechnung von Werten zwischen den Knotmdélt es sich zwar nur um eine
Approximation der Werte der physikalischen Grol3die, dort bei unendlich feiner Netz-

Auflésung vorherrschen wirden. Jedoch bildet diésprechende, daraus resultierende
Graphik trotzdem die physikalische Realitat besabr als wenn man nur auf die

vergleichsweise grobe Netz-Auflésung zuriickgreifeirde und z.B. die Werte in relativ

grof3en Bereichen um die Knoten herum als konstesdgtaen wirde.

19 |st das Netz-Element ein- bzw. (wie in diesem Bie zweidimensional, sind die lokalen Koordinaten
L,L, L, undL, imGils. (3.8) durck¢ bzw. L ,L, und L, zu ersetzen.
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3.6 Zusammenfassung

Die grundsatzliche Vorgehensweise bei der Modeilligrund Simulation eines physika-
lischen Systems mit der Finite-Elemente-Methodstl&gh durch die folgenden 7 Schritte
zusammenfassen (vgl. [TFEM], Kap. 2.8):

1.

Im ersten Schritt erfolgt die geometrische Modeliiey, d.h. die Geometrie samtlicher
Objekte und Domanen im Modell muss festgelegt werde

Das Modell wird durch Differentialgleichungen matiegisch beschrieben, d.h. jeder Do-
mane wird ein Differentialgleichungssystem bzw edbifferentialgleichung zugeordnet.

An allen Rand- und inneren Grenzflachen des Modedisden die Randbedingungen fir
die jeweiligen Doménen festgelegt.

Die Ordnung der Netz-Elemente und damit auch desisBanktionen wird gewahlt. Im
Rahmen dieser Arbeit wird immer die Ordnumg 2 verwendet.

Das Modell wird vernetzt: Dazu muss festgelegt wardvelchen Element-Familien die
einzelnen Netz-Elemente angehdren sollen. Wirdvdimetzung nicht manuell, sondern
mit Hilfe eines Simulationsprogramms durchgefiilmtiissen aufRerdem die Werte der
Parameter fur die automatische Vernetzung bestimvetden. Die Feinheit der
Vernetzung ist ein Kompromiss zwischen einer mdglichohen Genauigkeit und einem
maoglichst geringen Hardware- und Zeitaufwand bai darauf folgenden Losung des
Modells (siehe 6. Punkt).

Das Modell wird geldst: Zuerst wird fur jede Doméeeveils die schwache Form des
Differentialgleichungssystems bzw. der Differerglalchung aus dem 2. Punkt gebildet.
Die Randbedingungen aus dem 3. Punkt werden ae8enid in die einzelnen schwachen
Formen des Modells eingesetzt. Danach wird die &aldMethode auf alle Doméanen
angewendet, und die Volumina sowie die Rand- unéren Grenzflachen der Doméanen
werden in Volumina und Randflachen dreidimensiond&letz-Elemente zerlegt. Die
zusammengefigten Matrizen der so erhaltenen FEMi@irgssysteme ergeben sich aus
der Summation der entsprechenden Element-Matrimeiche wiederum nach Durch-
fuhren bestimmter Koordinatentransformationen nuschar berechnet werden koénnen.
Abhangig von der Analyse-Art werden danach Fregeenausgewahlt oder Eigen-
frequenzen berechnet. Pro Frequenz bzw. Eigenfrequserden schliel3lich alle
Freiheitsgrade, d.h. die physikalischen Variabtealien Knoten des Modells, berechnet.

. Im Zuge des Postprocessing werden zuerst die pdistken Variablen an endlich vielen,

vorgegebenen Punkten im Modell bestimmt: In den tEnosind die physikalischen
Variablen bereits aus dem 6. Punkt bekannt, an teardgwischen den Knoten missen sie
jedoch erst berechnet werden. In all diesen Punki@men anschlielend von den
physikalischen Variablen abhéngige Gro3en z.B.lgsah dargestellt werden.

Im néchsten Kapitel wird erlautert, welche Einsteffen und Modellierungsschritte in der
FEM-basierten Softwar€OMSOL Multiphysicdur die Simulation eines akustischen bzw.
akustisch-mechanischen Systems notwendig sind.
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4 Einstellungen in COMSOL Multiphysics

4.1 Einige wichtige Fenster

Die Software-Dokumentation [CMUGA40] enthalt eine fangreiche und detaillierte Be-
schreibung, welche Mdglichkeiten es mit dem Kergpamm von COMSOL Multiphysics,
Version 4.0a bei der Modellierung eines physik&lest Systems gibt. Das Dokument
[CAUG40] geht im Speziellen auf zusatzliche Mogketien bei der Modellierung von
akustischen bzw. mechanisch-akustischen Systemgenwainn das (optional erhéltliche)
akustische Modul dieser Software installiert ish diesem Kapitel werden nur jene
Einstellungen und Parametereingaben im Programmshkieben, die im Rahmen dieser
Arbeit bendtigt werden.

4.1.1 Model Wizard

Wenn COMSOL Multiphysics bereits gestartet wurdé&nei sich nach Driicken von
»Strg+N* derModel Wizardsiehe Abb. 4.1 und Abb. 4.2).

Im ersten Schritt wird das globale Koordinatensystées Modells, in dem die gesamte
Geometrie definiert ist, ausgewahlt (siehe Abbasiw. Abb. 4.2a). In dieser Arbeit werden
alle Modelle durch ein dreidimensionales kartessdkoordinatensystem beschrieben.

Durch Klicken auf den blauen Rechts-Pfeil im Modlzard gelangt man zum néchsten
Schritt. Nun kénnen ein oder mehrere physikalistfterfaces zum Modell hinzugefugt

werden. Ein physikalisches Interface enthalt Glengen, Randbedingungen und andere
Features, mit denen Systeme aus einer bestimmtarteSger Physik modelliert werden

konnen. Bei den in dieser Arbeit behandelten Metelverden entweder das ,Acoustic-

Structure Interaction (acsl)” Interface (siehe ABI2b) oder das ,Pressure Acoustics (acpr)®
Interface (siehe Abb. 4.1b) bendtigt, je nachdeimdas jeweilige Modell eine mechanische
Domane beinhaltet oder nicht. Nachdem das gewimsghysikalische Interface mit der

linken Maustaste ausgewahlt wurde, kann es durcdké&i auf das Plus-Symbol zum Modell

hinzugefligt werden.

Um zum letzten Schritt zu gelangen, muss wiederbtine Rechts-Pfeil im Model Wizard
angeklickt werden (siehe Abb. 4.1c bzw. Abb. 4. Zadraufhin kann man die Analyse-Art
(study type) wéhlen: Soll eine Frequenzbereichshseadurchgefuhrt werden, ist ,Frequency
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Domain“ mit der linken Maustaste anzuklicken. Solleingegen die Eigenfrequenzen und

Eigenmoden des physikalischen Systems berechnet singuliert werden,

.Eigenfrequency” ausgewahlt werden (siehe auch Kagd). Durch Klicken auf das

Fahnensymbol wird der Model Wizard geschlossen.

*3 Model Wizard
Select Space Dimension

®3
(O 2D axisymmetric
[@F:}
O 1D axisymmetric
(@3]
Ow

(@)

+% Mol Wizard a-n
Add Physics R

[ R, Reecentiy Uses Al
& X acoc

& Acoustics
Prassure Acolstics (zcpr)
() Trarsient Pressure Acoustics {actd)
5, Acoustic-Structure Interaction (acsl)
- Transient Acoustic-Structure Interaction (astd)
i+{] Boundary Mode Acoustics (achm)
i o) Aeroacoustics (ae)
L) Transient Aeroacoustics (aetd)

0| Boundary Made Aeroa
} Aeroacoustics with Flov

=2 Heat Transfer
B5 Structural Mechanics

HAL
&+ %
Selected physics

I8 ssure Acoustics (o)

Dependent variables

Fressure: lp

(®)

V% Model Wizard B =a

Select Study Type

1
Y

Studies

Eigenfrequency
Frequency Domain
Frequency Domain Modal
Custom Studies

B

Selected physics

Pressure Acoustics (zcr)

(c)

Abb. 4.1: Model Wizard: (a) Auswahl des KoordinatensystergHinzufligen des
physikalischen Interfaces ,Pressure Acoustics {jacfr) Wahl der Analyse-Art

1 Modei Wizard
Select Space Dimension

@
O 20 axisymmetric
[@F:!
O 1D axisymmetric
[@)r
Qo

(a)

+ X

1% Model Wizard =

Add Physics ¢ H

Recently Used A
X acbe

=) Acoustics

Pressure Acoustics (acpr)

;) Transient Pressure Acoustics (actd)
5, Acoustic-Structure Interaction (acsl)
6w Transient Acoustic-Structure Interaction (zstd)
] Boundary Mode Acoustics {acbm)
1)) Aeroacoustics (ae)
ansient Aeroacoustics (aetd)
undary Mode Aeroacou
A1)} Aeroacoustics wi

)] Transient

= Compressible Potential

#. Chemical Spedes Transport
luid Flow
Heat Transfer

Selected physics

[N - coustic-Structure Interaction (acsl)

Dependent varisbles
Pressure: |

Displacement field: [u

Displacement field components:

()

V3 Model Wizard =0

Select Study Type @ i

) Custom Studies
£ Empty Study
Egenfrequency

Elgeralis
Stationary
Time Dependent

Selected physics

@, Acoustic-Structure Interaction (acs/)

(c)

Abb. 4.2: Model Wizard: (a) Auswahl des KoordinatensystermgHinzufligen des
physikalischen Interfaces ,,Acoustic-Structure latdion (acsl)®, (c) Wahl der Analyse-Art
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4.1.2 Model Builder und Settings-Fenster

Alle weiteren Schritte bei der Modellierung werdenModel Buildervorgenommen, wo sich
der Modellbaum (model tred)efindet (siehe Abb. 4.3). DM/urzel (root)des Modellbaums
gibt den Namen der Datei an, unter dem das Mobegkspeichert wird.

Der Modellbaum beinhaltet eine hierarchische Stnulkdus Zweigen (branches)So ist
beispielsweise ,Geometry 1* in Abb. 4.3 ein Zweignv,Model 1 (mod1l)“. ,Model 1“ ist
selbst wiederum ein Zweig der Wurzel ,,Untitled.mipbot)“. Ein Zweig der untersten Ebene,
d.h. ein Zweig, der selbdteine weiteren Zweige beinhaltet, wird auch @att (leaf)
bezeichnél. (Jedes Blatt ist somit ein Zweig, aber nicht ukedpet.) Ein Beispiel fiir ein
Blatt in Abb. 4.3 ist ,Materials” im Zweig ,Model imod1)“.

"ﬂu Model Builder = = H "nu Mode| Builder ¥ =08
= ¥ Untitled.mph {root) = ¥ Untitled.mph {root)
= Global Definitions = Global Definitions
=40 Model 1 fmodi) =% Model 1 fmoeds)
-~ = Definitions # = Definitions
= Geametry 1 #- 4\ Geometry 1
& Materials # Materials
BREM Pressure Acoustics (Ggor) = Acoustic-Structure Interaction (Gesf)
A | Pressure Acoustics Model 1 A | Pressure Acoustics Madel 1
51 sound Hard Boundary (wall) 1 51 sound Hard Boundary (Wall) 1
&) Initial Values 1 S0 Free 1
£58 Mesh 1 Acoustic-Structure Boundary 1
H-Em Study 1 57 Initial values 1
+-{@ Results £58 Mesh 1
H-fE8 Study 1
{5 Results
(a) (b)

Abb. 4.3: Model Builder (a) mit ,Pressure Acoustics (acpmtdrface und
(b) mit ,Acoustic-Structure Interaction (acsl)” érface

Wenn man mit delinken Maustaste auf einen Zweig klickt, dann wird dattiGgs-Fenster
dieses Zweiges angezeigt (siehe z.B. Abb. 4.7).b@k. welche Einstellungen in diesem
Settings-Fenster vorgenommen werden kénnen, hamgt\ypm jeweiligen Zweig ab.

In Abb. 4.3 sind im Zweig des jeweiligen physikahen Interfaces di®efault-Zweigezu
sehen, die von der Software automatisch zum jegegilphysikalischen Interface hinzugefiigt
werden. In beiden Interfaces sind die Default-Zwejgressure Acoustics Model 1%, ,Sound
Hard Boundary (Wall) 1 und ,Initial Values 1“ erdghien. Die beiden erstgenannten Default-
Zweige werden in den Kapiteln 4.4.2.3 und 4.5.4abelelt. Auf den Default-Zweig ,Initial
Values 1“ wird im Rahmen dieser Arbeit nicht zugi#gn bzw. haben die Einstellungen in

20 |n [CMUG40] wird statt ,branch bzw. ,leaf* auched Begriff ,node* (,Knoten“) verwendet. Damit jedioc
keine Verwechslungsgefahr mit den Knoten von fiiEElementen besteht (siehe Kap. 3.2.2), werdenesed
Arbeit nur die Begriffe ,Zweig" und ,Blatt* benutzt
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diesem Zweig keinen Einfluss auf die jeweiligen Gmtionsbeispiele in Kap. 5. Fir
Informationen zum letztgenannten Default-Zweig wdiaher auf [CMUG40], Kap. 7, S. 283
und Kap. 10, S. 376 verwiesen.

Das ,Acoustic-Structure Interaction (acsl) Interdaenthalt zuséatzlich zu den drei bereits
genannten Default-Zweigen auch noch die DefaultigevgFree 1 und ,Acoustic-Structure
Boundary 1“ (siehe Abb. 4.3b). Zur Beschreibung desteren Default-Zweiges wird auf
[CMUGA40], Kap. 14, S. 476 verwiesen, auf den letateDefault-Zweig wird in Kap. 4.5.2
naher eingegangen.

4.1.3 Graphics-Fenster

In Abb. 4.4 wird das Graphics-Fenster anhand desilationsbeispiels aus Kap. 5.2 gezeigt,
nachdem die geometrische Modellierung des Subweafed seiner Umgebung bereits fertig
gestellt wurde (vgl. Abb. 5.2).

&b Gptia iHees-QQhmed -k poomag|cf e m=0

.

Abb. 4.4: Graphics-Fenster
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In der oberen ,Zeile* des Graphics-Fensters aus. Abb befindet sich eine Toolbar, in der
u.a. eingestellt werden kann, ob Domanen (domaiRshdflachen von Objekten oder
Doménen (boundaries), Linien (edges) oder Punki&{® ausgewahlt werden sollen. Z.B.
ist in Abb. 4.4 der Button ,Select Domains" angektj die Buttons ,Select Boundaries®,
.Select Edges” und ,Select Points” befinden sichgénau dieser Reihenfolge) rechts davon.

Nachdem der entsprechende Button angeklickt wikalen man in der darunter dargestellten
Graphik eine oder (bei gedrtickter ,Strg“-Taste)ranehrere Doméanen, Randflachen, Linien
oder Punkte durch Anklicken dieser mit der linkeaudtaste auswahlen. Bei dem in Abb. 4.4
gezeigten Beispiel wurde die PML des Modells anigkklwelche nun rot dargestellt ist.

4.1.4 Messages-Fenster

Im Messages-Fenster zeigt COMSOL Multiphysics «e#s Fehlermeldungen an.
Andererseits werden von der Software zwei bzw. drehtige Messages angezeigt, nachdem
das Modell gelost wurde (siehe Kap. 3.4 und Kag): 4.

1. Die erste Message lautet ,Avoided ... inverted elemédry using linear geometry shape
order.” Dadurch wird bekanntgegeben, wie viele gelne Elemente von COMSOL
Multiphysics automatisch durch Lagrange-Elementetzt wurden, da die gebogenen
Elemente ansonsten invertiert worden waren (siehe. B.2.4). Wenn keine gebogenen
Elemente durch Lagrange-Elemente ersetzt werderstenyswird diese Message nicht
angezeigt.

2. Eine weitere Message gibt an, fur wie viele Fregggade (DOF) das Modell gelost
wurde. Diese Zahl entspricht dem Wert vgp,. in Gl. (3.9), Kap. 3.3.4.

3. Weiters wird die Rechenzeit bei der Lésung des Msde Sekunden angezeigt.

Abb. 4.5 zeigt als Beispiel das Messages-Fenstdr dar Losung des Modells ,Eigenmoden
eines Raumes* aus Kap. 5.3.

Messages 22 - O

COMSOL 4.0.0.952 -
Avoided 26 inverted elements by using linear geometry shape order.
Mumber of degrees of freedom solved for: 34557,

Solution time (Study L{steL}}: 19.001 s, -

Abb. 4.5: Messages-Fenster nach der Lésung eines Modells
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4.2 Kontext-Menu

Klickt man mit derrechten Maustaste auf einen Zweig, erscheint das KontestiMdes
Zweiges (siehe z.B. Abb. 4.8). Welche Optionen\Zernfligung stehen, hangt wiederum ganz
vom Zweig ab.

4.2.1 Kontext-Menii eines physikalischen Interfaces

Abb. 4.6 zeigt links das Kontext-Menu des ,PressAreustics (acpr)” Interfaces und rechts
das Kontext-Menu des ,Acoustic-Structure Interattjacsl)” Interfaces. Die Kontext-Menus

sind jeweils in sieben Abschnitte unterteilt. Na®liswahl einer Option aus den ersten vier
Abschnitten wird ein Zweig zum jeweiligen physilsgihen Interface hinzugefigt. Je

nachdem, ob sich die Option im ersten, im zweitendritten oder im vierten Abschnitt des

Kontext-Menus befunden hat, kdénnen im Settings-teensles hinzugeflgten Zweiges

Einstellungen zu Doméanen, Randbedingungen, Kanten Bunkten vorgenommen werden.
Welche Einstellungen das jeweils im Detail sindydtéaviederum ganz von der ausgewahlten
Option bzw. vom jeweiligen Zweig ab (siehe auchKkgitel 4.4.2, 4.4%3 und 4.5).

Tabelle 4.1 listet verschiedene SymBblauf, die sich jeweils links von den Namen der
einzelnen Zweige befinden, welche zum im Modellwendeten physikalischen Interface
gehoren (die hier genannten Zweige kénnen sowofdulte als auch hinzugefligte Zweige
sein). Die gleichen Symbole werden, wenn sie lioks ein griines Plus-Zeichen erganzt
werden, auch fir die entsprechenden Optionen im téstiMenlt des verwendeten
physikalischen Interfaces benutzt.

Ein Zweig kann entwedexxklusivoderbeisteuerndcontributing) sein, je nhachdem, ob das
entsprechende Symbol aus Tabelle 4.1 mit einem-gri@m Doppelpfeil ausgestattet ist oder
nicht. Wenn im Settings-Fenster einesgklusiven Zweig®ine Auswahl von Domaénen,
Randflachen, Kanten oder Punkten getroffen wird, die der Zweig dadurch Gultigkeit
erhalt, bedeutet dies, dass die Einstellungen ntgranexklusiverzweige furdieseAuswabhl
Uberschrieben werden. Es kdnnen somit niemals adesi mehr exklusive Zweige fir ein und
dieselbe Auswahl gleichzeitig Gultigkeit haben. Bettings-Fenster eineseisteuernden

2L In Kap. 4.4.3 wird das Hinzufiigen einer Monopoltrideschrieben, die in einem bestimmten Punkt der
akustischen Doman® = ak2 positioniert ist und die durch ihren Schallflusidiert wird. Die Option ,Flow
Point Source" aus dem Kontext-Menl des ,Acoustiti@tire Interaction (acsl)* Interfaces befindethsim
vierten Abschnitt des Kontext-Menis, der Einstadem zuPunktenerméglicht. Auf den ersten Blick scheint
daher die Beschreibung der Einstellungen zur ,ARoint Source” in Kap. 4.4 fehl am Platz zu seinddaTitel
dieses Kapitels ,Einstellungen zu Doméanen* unicht ,Einstellungen zu Punkten” lautet. Man bedenke @dgo
dass die Einstellungen zu einer Monopolquelle nioht den Punkt selbst betreffen, an dem sich die
Monopolquelle befindet, sondern dass diese Einstgin auch die Differentialgleichung jenBroméane
beeinflussen, in der dieser Punkt platziert ist.

2 Es wird nur auf Symbole von jenen Zweigen eingggandie im Rahmen dieser Arbeit benétigt werdemirD
dieser Arbeit z.B. keine Einstellungen zu Kantengemommen werden, befindet sich in Tabelle 4.1 s&gin
Symbol, das zu einem Zweig gehort, der EinstellargeKanten ermdglicht.
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Zweigshat eine solche Auswahl von Doméanen, Randflachamtéti oder Punkten hingegen
keinerlei Einfluss auf die Einstellungen der andgi@xklusiven oder beisteuernden) Zweige.
Die Einstellungen aller anderen Zweige bleiben ddheach) fir diese Auswahl weiterhin

gultig.

*+5" Pressure Acoustics Model +57) Initial Values
*57) Perfectly Matched Layers |~ erster Abschnitt —— Pressure Acoustics r
"I Maonopole Source / Solid Mechanics 4
Dipole Source Acoustic-Structure Boundary
Background Pressure Field Periodic Candition
4 IE U
2| Initial Values Pressure Acoustics »
*51 Sound Hard Boundary (Wal) mweiter Abschnitt / Pairs '
. . ) Solid Mechanics 4
“1- Mormal Acceleration
+5 ' Sound Soft Boundary Edges L4
*5 1 Pressure Points »
+5) Impedance
*%4) Plane Wave Radiation #  Delete Del
) .
5 Spherical Wave Radiation Disable
+5) Cylindrical Wave Radiation & Rename Fe
*1[1 Periodic Condition 3 Properties
+5 | Matched Boundary = _
Far-Field Calculation & Dynamic Help Fl
51 Interior Sound Hard Boundary {wall)
* 1} Interior Mormal Acceleration
5 Interior Impedance
*5 \ Interior Perforated Plate
Pairs L4
Edges 4
Paints L4
¥ Delete Del
) Disable
< Rename F2
€53 Properties
ﬂ Dynamic Help F1
Abb. 4.6: Kontext-Menu des ,Pressure Acoustics" Interfacek§) bzw.
des ,Acoustic-Structure Interaction” Interfacesc{rs)
Symbol Bedeutung des Symbols
. . . . .. ..
2 Exklusiver Zweig, der Einstellungen zu Domanen eglictit
& Exklusiver Zweig, der Einstellungen zu Randbedirggmermoglicht

Beitragender Zweig, der Einstellungen zu Randbediggn ermdglicht

Beitragender Zweig, der Einstellungen zu Punktembgticht

Tabelle 4.1:Symbole von Zweigen, die zum physikalischen Intafgehéren und ihre Bedeutung
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4.3 Geometrische Modellierung

Fur eine genaue Beschreibung, welche Mdglichkestebei der geometrischen Modellierung
in der Software gibt, wird auf [CMUGA40], Kap. 5 weesen. In den beiden folgenden
Kapiteln wird einerseits das Settings-Fenster far@eometrie des Modells kurz vorgestellt,
andererseits wird am Beispiel des Volumens einem@®e gezeigt, wie geometrische
Kenngréf3en in einem Modell nach abgeschlossenereNeding desselben in COMSOL
Multiphysics automatisch berechnet werden kdénnen.

4.3.1 Settings-Fenster fur die Geometrie des Modells

Abb. 4.7 zeigt das Settings-Fenster des Zweigesontedéry 1“ in dem allgemeine
Einstellungen zur Geometrie vorgenommen werden é&dnn

T Model Builder =5 0| i3t gettings . % Material Browser {l W= O

= V® Untited.mph {roog! A
= z = &, Geomeh
£ Global Definitons e Y

=A% Model 1 {modZ) ~ Geometry Settings

- = Definiions
Y Geometry 1 Lirits
; & Materials Length unit:
&l o/ Pressure Acoustics (Soor) m o =
~#zR Mesh 1 E
H-52 Study 1 Angular unit:
451 Results Degrees 3

Abb. 4.7: Einstellungen zur Geometrie

4.3.2 Geometrische KenngrofRen einer Domane

Es wird nun davon ausgegangen, dass die geometridoldellierung bereits abgeschlossen
ist. Soll nun das Volumen einer Domane berechnetieve so ist wie folgt vorzugehen: Im
Kontext-Meni von ,Geometry 1 ist ,Measurements”sauwahlen (siehe Abb. 4.8).
Daraufhin wird das Measurements-Fenster angezeighd Abb. 4.9). Dort ist im Bereich
.Selection” unter ,Geometric entity level* die Opti ,Domain“ auszuwahlen. Im Graphics-
Fenster muss nun die gewlnschte Domane mit deerlifdaustaste angeklickt werden.
Daraufhin muss im Measurements-Fenster das Plub@yfyAdd to Selection®) angeklickt
werden. Im Measurements-Fenster wird dann im Bergeasurements” u.a. das Volumen
der ausgewdahlten Domane angezeigt.

Abb. 4.8 und Abb. 4.9 beziehen sich auf den Raum Kap. 5.3. Das Modell dieses
Simulationsbeispiels besteht nur aus einer einzigkustischen) Domaéane.
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- =0
= ¥% Eigenmoden_eines_Raumes.mph (Foof} QJ
E Global Definitions 3
=-A4 Model 1 fmodz)
- = Definitions
E!)&\

Build Al F&

* [ Impart

* i Block
* g Cone
e Cylinder
* {0 sphere
More Primitives 4

Ii--ﬁ Study 1
-5 Results

* 5 Work Plane
* i Extrude
* g Revalve

Boolean Operations ¥
Transforms 4
Conversions 4

* A split

"'y;‘ Delete Entities

Measurements

[ Export toFile

5,',] Clear Seguence

< Rename F2
{8 Properties

@ Dynamic Help F1

Abb. 4.8: Auswahl der Option ,Measurements" im Kontext-Merdgs Zweiges ,Geometry 1“

] Ma‘tefjal'ﬂroipvsex]

& = B[ eb sraphics -
A Geometry PHee-Qame@ -z goomaR(c)l @ m

& mm&w T;fpe

Type of geometry; Geometry objects \?’,

| selection

- Input

Geometric entity level; Domain

& dift
L

| Measurements

Volume: 4248 m°
Surface area: 94.03 m?

Abb. 4.9: Berechnung geometrischer Kenngréf3en einer Doméane
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4.4 Einstellungen zu den Domanen

4.4.1 Materialien fur die einzelnen Doméanen

4.4.1.1 Auswahl aller im Modell benétigten Materialien

Um ein oder mehrere Materialien fur ein Modell aébkien zu kdnnen, muss im ersten Schritt
im Kontext-MenU des Zweiges ,Materials” die Optighdpen Material Browser* ausgewahlt
werden (siehe Abb. 4.10). Es erscheint daraufhs Flenster des Material Browsers (siehe
Abb. 4.11).

"ﬂ'.,' Madel Builder = = H

= W% Hohler_Zylinder.mph {reof) ~
= Global Definitons
=44 Model 1 fmodi)
i @ = Definitions
£ ;‘J}\ Geometry 1

&
&, Ag " #E Material ‘

[

[
fal Mg e

N
e

[ Study |

- Result (B Dynamic Help Fi |

i

T

Abb. 4.10: Auswahl der Option ,Open Material Browser" im Kert-Menu des Zweiges ,Materials*

774 settings | %8 Material Browser 53 = O

Material Browser

Materials
| | Search
=% Built-In R
4 [T Eayryy—r—"
B Ao
& Al

#8 aluminom F00FHTE

e Aluminum 6063-Ta3

#E aluminum

#B american red oak

48 Berylium copper UNS C17200

#8 Brick

#E castiron

$ Concrete

48 Copper ¥

Abb. 4.11: Material Browser
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Im zweiten Schritt wird im Material Browser das gewchte Material mit der rechten
Maustaste angeklickt und im danach erscheinendeneXtMeni ,Add Material to Model”
ausgewahlt.

Diese zwei Schritte werden so oft ausgefuihrt, His Materialien, die im Modell bendétigt
werden, zu diesem hinzugefligt sind. Beispielswaiseden fur den hohlen Zylinder aus
Kap. 5.4 die beiden Materialien Luft und Aluminiwerwendet. Diese werden im Material
Browser jeweils mit ,Air* und mit ,Aluminum 3003-H&" bezeichnet (siehe Abb. 4.11).

4.4.1.2 Einstellungen zu den Materialien

Abb. 4.12 und Abb. 4.13 zeigen die Settings-Fenster beiden Materialien Luft und
Aluminium.

Im Abschnitt ,Material Contents* des Settings-Fenstdes jeweiligen Materials kénnen
optional fir beliebig viele Material-Parameter amd®/erte oder Funktionen in der Spalte
.value" eingegeben werden. Diese Werte bzw. Fumidio werden von COMSOL

Multiphysics schwarz bzw. orange dargestellt. Jbtagerial-Parameter, die spater fur die
Losung des Modells benétigt werden, werden durch grines Héakchen-Symbol

gekennzeichnet.

" Model Builder = = 0|3 settings . B Material Browser | g =0

= W% Hohler: Zylinder.mph {roodl # Material

= Global Definitions
B A8 Model 1 (modi}
H- = Definitions B
#- A\ Geometry 1 Geometric entity level: |Domain W
i 8 Mtere Selection: Ei’vianl.ia! L3
e @ i L
-8 Aluminum 3003-H13 1 e N
=|-:| =

1, Acoustic-Structure Interaction (Gt}

Geomelric Scope

# Mesh 1

Study 1 a3
i@l Results
» HMaterial Properties
w Material Contents
Property | MName | Value Unit
w"  Density rho oipAlLPa], T[] ke i kg/m~3
¢ Speed of sound e csf{ T m /s mjs
Relative permeahility mur i 1
Relative permittivity epsilonr 1 1
Dynamic viscosity mu =51 | 1[Pa™s Pa™s
Ratio of specificheats  gamma 1.4 1
Electric conductivity sigma O[5/m] Sfm
Heat capac... pressure Cp CpiT] 1kg ™, kg™
Thermal conductivity k TI1/K] Wm™k)

Abb. 4.12:Einstellungen fur das Material Luft (Air)
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17 Mode! Buiider = = O || §34 settings @ Material Browser =

#& Material

= ¥ Hohler_Zylinder.mph froof)
~E Global Definitions

AN Model 1 fmod't! Geometric Scope

- = Definitions " .

[+ ,-J-*'-E Geometry 1 Geometric entity level: éDomain w |

o @ Matericls Selection: | Manual v
w8 A ; | ;
R Aluminum 5003-+i15 | 3 T 4

* Arcoustic-Structure Interaction {Eosf) "D =

658 Mesh 1 i

s Study 1 LR

3-ig Results

R

b Material Properties

+ Maternial Contents

Property | MName | Yalue Unit
| » Density rho 27300kg/m~3] kg/m"3 [
# Young's modulus E &%e9[Pa] Pa
v Poisson's ratio nu 0.33

Relative permeability hur 1, 1
Electric conductivity sigma 2.326e7[5/m] Sim
Coeffident of thermal expansion alpha 23.2e-6[1K] 1K
Heat capadity at constant pressure 'Cp 39300/ka™ K} Jfka™K)
Relative permittivity epsilonr 1 1
Thermal conductivity k 1550 MK Wi m™K)

Abb. 4.13: Einstellungen fur das Material Aluminium (Aluminu3003-H18)

Beim Material Luft werden sowohl die Dichje (density) als auch die Schallgeschwindigkeit

¢ (speed of sound) als Funktionen der Temperatwhbieben. Die Dichte ist aul3erdem auch
vom Luftdruck abhangig. Die Temperatur und der duftk kdnnen wiederum, so wie in
Kap. 4.4.2.3 erlautert, eingestellt werden.

4.4.1.3 Zuordnung der Materialien zu Domanen

Im Graphics-Fenster kénnen nun die gewilnschten Demausgewahlt werden. Durch
Klicken auf das Plus-Symbol (,Add to Selection®) i®ettings-Fenster des jeweiligen
Materials wird dieses Material den entsprechendem@nen zugeordnet.

Beim Simulationsbeispiel des hohlen Zylinders gd# insgesamt vier Doménen. Die
Nummerierung der Doménen erfolgt in diesem Fall @aRen nach innen. Das Material Luft
wird den Doménen 1, 2 und 4 zugeordnet (siehe AU2), das Material Aluminium
hingegen der Domane 3 (siehe Abb. 4.13). Die Domawed spater als PML implementiert,
die Doménen 2 und 4 werden dann zu akustischen Deméind die Doméane 3 wird als
mechanische Domane spezifiziert (siehe Abb. 4.1, 4.19 und Abb. 4.25 in Kap. 4.4.2).
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4.4.2 Zuweisung einer Domane zu einem Doméanen-Typ

4.4.2.1 Zuweisung einer Doméane zum mechanischen Domanen-Typ

Eine Doméane kann nur dann als mechanische Doméaegfigert werden, wenn das
~Acoustic-Structure Interaction (acsl)” Interfads physikalisches Interface im Model Wizard
ausgewahlt wurde (siehe Kap. 4.1.1). Da im Rahmesed Arbeit davon ausgegangen wird,
dass das Material in der mechanischen Domane {&laatisch ist (siehe Kap. 2.2.1), muss im
Kontext-Meni des ,Acoustic-Structure Interactiorcqly’ Interfaces ,Solid Mechanics >
Linear Elastic Material Model“ ausgewéhlt werderlie Abb. 4.14).

'ﬂTMudeI Builder = = B[ s Setlings #8 Material Browser '1 = B8
= ¥ Hohler_Zylinder.mph fraog)

o &, Acoustic-Structure Interaction
Global Definitions

=AY Model 1 fmody) - Interface Identifier
= Definitions
LP\' Geometry 1 Identifier: | acsl| |
&8 Materials :
(= Acoustic-Structure Interaction (3cs), Domains
] I el
& M T3] Initial Values Selection: |.-5.II domains V|
. 'ﬁ' Study Pressure Acoustics % 4
I Resul Solid Mechanics r *a Linear Elastic Material Model
[—1]
* Arcoustic-5tructure Boundary . Bady Load W
. " *4 | Fixed Constraint A
Periodic Condition e _ _
Bressure Acoustice p| *@ | Prescribed Displacement
Pairs . 57 Prescribed Velocity
Salid Mechanics | *57 Prescribed Acceleration | |
£ v 57 Perfectly Matched Layers
ges
Paints b Reference pressureforthe sound pressure level:
% Dalet oel |Uze reference pressure for air w
4 elete 13
™ f
Disable b Reference Point for Moment Computation
<¥]  Rename F2
« Dependent Variables
{28 Properties
[El  Dynamic Help F1
e Displacement field:

Displacement field compaonents: U

"

W

Abb. 4.14: Auswahl der Option ,Solid Mechanics > Linear Elasdaterial Model*
im Kontext-Menu des ,Acoustic-Structure Interactibmterfaces

Im néchsten Schritt muss das Settings-Fenster dete8,Linear Elastic Material Model 1°
geoffnet werden (siehe Abb. 4.15). Danach musddimane, die als mechanische Doméne
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spezifiziert werden soll, im Graphics-Fenster augdét und anschlieend das Plus-Symbol
(,Add to Selection®) im Settings-Fenster mit detden Maustaste angeklickt werden.

"I Mode! Builder = = B || settings . % Material Browser A
= ¥¥® Hohler_Zvlinder.mph (Fooé)
Global Definitions

=% Model 1 (mag's)

= Definitions

’\ Geometry 1 Selection: |Manual b
#8 Materials 3 @% %
£, Acoustic-Structure Interaction (Ecs

&7 Pressure Acoustics Model 1 ﬁ =
Sound Hard Boundary (Wall) 1 b M

& Linear Elastic Material Model

m

Domains

[ B -

ey

AT AT

Free 1
Aroustic-Structure Boundary 1
Initial Values 1

Linear Elastic Material Model 1

£55 Mesh 1

)

W

+ Model Inputs

= Study 1
& Results Temperature:
T |Llser defined L |
| 233.15[K] | K

Abszolute pressure:

P |User defined v |

| 1[atm] | Pa

} Coordinate System Selection
= Linear Elastic Material Model

Solid model:

|Isu3tru:u|:uiu: w |

[ mearly incompressible material
Specify:

|Yu:uung's modulus and Poisson's ratio “ |

Young's madulus:

E |Fru:um material W |

Poisson's ratio:

L |Fru:um material w |
Density:
-l" |Fru:um material w |

Abb. 4.15: Spezifikation der mechanischen Doméane und Einstétlieer Temperatur

Bei der spateren Losung des Modells wird in der maaischen Domane auf die ,Model
Inputs® aus Abb. 4.15, d.h. auf die Werte der Terapg und des absoluten Drucks, nicht
zugegriffen. Das liegt daran, dass der Elastisitagul £, die Querdehnungszahy, und die

Materialdichte o, bereits durch die in Abb. 4.13 gemachten Matdfiaktellungen festgelegt
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wurden (siehe unterer Abschnitt ,Linear Elastic &t&tl Model” in Abb. 4.15) und all diese

genannten Material-Parameter unabhangig von derp&eatur und vom absoluten Druck
sind.

4.4.2.2 Zuweisung einer Domane zum Domanen-Typ PML

Wie eine Domane als PML spezifiziert wird, hangtataab, welches physikalische Interface
im Modell verwendet wird. Handelt es sich dabei das ,Acoustic-Structure Interaction
(acsl)* Interface, so ist aus dem Kontext-Menu ekesnterfaces ,Pressure Acoustics >
Perfectly Matched Layers* auszuwéhlen (siehe Abl6}¥ Wird hingegen das ,Pressure
Acoustics (acpr)* Interface verwendet, dann muss Kontext-Ment des letztgenannten
Interfaces direkt ,Perfectly Matched Layers" ausgbivwerden (siehe Abb. 4.17).

'ﬂTMcdeI Builder ¥ = B || settings &8 Material Browser g =0

= ¥¥ Hohler_Zylinder.mph (Foai)
Global Definitions
=A% Model 1 {modi}

&, Acoustic-Structure Interaction

m

+ Interface Identifier

= Definitions

P\ Geometry 1 Identifier: | acs |

& Materials :

(S8 Acoustic-Structure Interaction (Gos! SR

(e N -

& M T4 Initial Values | selection: | All domains w
€3 study e S 5 Pressure Acoustics Model %,
W& Resul Solid Mechanics ¥ *F™ Monopole Source m

[— 1]
+§ .
N Acoustic-5tructure Boundary Dipole Source W
+[7} Periadic Condition *“0 " Background Pressure Field | | ¥ o
+ B
Pressure Acoustics 3 a Perfectly Matched Layers
Pairz 4
Solid Mechanics L4
Edges ¢ | = Sound Pressure Level Settings
Points v Reference pressure forthe sound pressure level:
|Jse reference pressure for air W
¥ Delete Del
A o
Disable b Reference Point for Moment Computation
3 Rename F2
+ Dependent Variables
@ Properties
L Dynamic Help F1
= e Dizplacement figld:

Displacement field components:

Abb. 4.16: Auswahl der Option ,Pressure Acoustics > Perfeletatched Layers*
im Kontext-Meni des ,,Acoustic-Structure Interactiomterfaces
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'ﬂTMudeI Builder ¥ =0

= ¥¥ Subwoofer.mph (Foog)
£ Global Definitions
=-%% Model 1 {modi)
£ Definitions
~P\ Geaometry 1
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@
E5 1 *5 pressure Acoustics Model
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I Resu Monopole Source
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*§ .
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Spherical Wave Radiation
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4
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Mare L4
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Abb. 4.17: Auswahl der Option ,Perfectly Matched Layers"
im Kontext-Meni des ,Pressure Acoustics” Interfaces

Im Modellbaum wird dann automatisch ein Zweig matr @ezeichnung ,Perfectly Matched
Layers 1” zum jeweiligen physikalischen Interfaceziugeftigt. In diesem Zweig befindet sich
wiederum ein Blatt mit dem Namen ,Pressure Acosgshtodel 1”. Dieses Blatt hat exakt
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denselben Namen wie ein Blatt des physikalischeterfaces. Um Verwechslungen

auszuschlie3en, wird daher das Blatt im Zweig &y Matched Layers 1 von ,Pressure
Acoustics Model 1" auf ,Pressure Acoustics ModellPMmbenannt. Abb. 4.18 zeigt diesen
Vorgang am Beispiel des ,Acoustic-Structure Intdoac (acsl)” Interfaces: Im Kontextmenu

des letztgenannten Blattes werden die Option ,Refiamusgewahlt und der neue Name
eingegeben. Der resultierende Modellbaum sieht danwie in Abb. 4.19 dargestellt, aus.

"I Model Builder = =0

= ¥® Hohler_Zvylinder.mph {roof)
= Global Definitions
=40 Model 1 fmodi)
= Definitions
~P\ Geometry 1
& Materials
= Acoustic-Structure Interaction (Eos]

+|- [+

+

AT

Pressure Acoustics Model 1
Sound Hard Boundary (Wall) 1
Free 1

AT

AT

Acoustic-5tructure Boundary 1

AT

Initial Values 1

AT

Linear Elastic Material Model 1
Perfectly Matched Lavers 1

il Pressure Acoustics Model 1

I
AT

+-E58 Mesh 1 €1 Rename F3
H-fea Study 1
H-{J Results €54 Properties

'1 Dynamic Help Fi

Abb. 4.18:Umbenennen des Blattes ,Pressure Acoustics Modieh Zweig ,Perfectly Matched Layers 1*

Danach wird das Settings-Fenster des Zweiges ,&brfielatched Layers 1" getffnet (siehe
Abb. 4.19). Im Graphics-Fenster ist die Domane, ae PML spezifiziert werden soll,
auszuwahlen. Im Settings-Fenster muss anschlieandbschnitt ,Domains” das Plus-
Symbol (,Add to Selection) angeklickt werden. DiPefault-Einstellungen in den
Abschnitten ,Geometric Settings* und ,Parametenstuchen nicht gedndert werden, da diese
Einstellungen keinen Einfluss auf die jeweilige PMaben, wenn letztere, so wie in diesem
Kapitel beschrieben, implementiert wird. Die in COML Multiphysics voreingestellten
Gleichungen zur Koordinatentransformation, deremage Zusammensetzung von den
Einstellungen in den beiden zuletzt genannten Afigleln des Settings-Fensters abhangt,
werden namlich im Rahmen dieser Arbeit immer vomubeerdefinierten Gleichungen
Uberschrieben (siehe Abb. 4.23).

Damit in COMSOL Multiphysics die voreingestellterlei@hungen aber Uberhaupt editiert
bzw. durch benutzerdefinierte Gleichungen erseitden konnen, muss zuerst im ,View
Menu* des Model Builders, das durch ein Dreieck lsghsiert wird, die Option ,,Show
Equation View" ausgewahlt werden (siehe Abb. 4.2®)Modellbaum wird dann zu jedem
Zweig des physikalischen Interfaces jeweils einttBinzugefigt, das mit ,Equation View"
bezeichnet wird.
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Abb. 4.19: Spezifikation und Parameter-Einstellungen der PML

Wiew Menu

=l

'ﬂT Maodel Builder @ — O || 42 settings . %E Material Browser
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= ¥¥ Hohler_Zvlinder.mph ffoog)
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L LW Model 1 (frod1)
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® Show MName and Identifier
Show Name and Tag

er

a Study 1 Show Type and Identifier
i@ Results Show Type and Tag
Show Equation View

Show More Options

Abb. 4.20: Auswahl der Option ,Show Equation View" im ,View &hu*“

Fur die benutzerdefinierten Gleichungen zur KoaatBntransformation wird die
Sprungfunktion bendtigt [siehe Gl. (2.37) und @L30) in Kap. 2.3.1.3]. Auf diese Funktion
kann in COMSOL Multiphysics tUber das MATLAB-Intecka zugegriffen werden: Dazu ist
zuerst im Kontext-MenU von ,Global Definitions* di®ption ,Functions > MATLAB*
auszuwahlen (siehe Abb. 4.21). In der Tabelle e#tngs-Fensters des Blattes ,MATLAB 1*
sind unter ,Function* der MATLAB-Name der Sprungkiion (,stepfun) und unter
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LYArguments” zwei beliebige Namen fur die Ubergebeigngabeparameter (Argumente) der
MATLAB-Funktion einzutipperf® (siehe Abb. 4.22).

'ﬂT Model Builder

= ¥¥ Hohler_Zylinder.mph {roof)
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Abb. 4.21: Auswahl der Option ,Functions > MATLAB" im Kontex¥tenl des Zweiges ,Global Definitions*

B

#E Material Browser | »# | [Z T O

fv MATLAB

@it Settings

+ Functions

Function | Arguments

stepfun  sigma2_minus_sigma2i, Mull

Abb. 4.22: Settings-Fenster des Blattes ,MATLAB 1“

Fur das Blatt ,Equation View" im Zweig ,Perfectiatched Layers 1“ ist nun das Settings-
Fenster zu 6ffnen, welches fur die beiden Simutasti@ispiele ,Subwoofer* (siehe Kap. 5.2)
und ,Hohler Zylinder” (siehe Kap. 5.4) in Abb. 4.2@zeigt wird. Im Abschnitt ,Variables*
entsprechen die Variablen ,acsl.coordx®, ,acsl.cydrund ,acsl.coordz” jeweils den
komplexen Koordinaterx,, y, und z, und die Variable ,acsl.avgDelta“ steht fur die PML

Breite J,,, (siehe Kap. 2.3.1.3). In der Spalte ,Expressio®rden die zu den jeweiligen
Variablen zugehdrigen Ausdriicke gemaf3 Gl. (2.3W). 6. (2.39) eingetippt.

% Genauere Informationen zur Function ,stepfun“beéin sich in der MATLAB-Hilfe.
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'1!., Model Builder = 0 || i settings ## Materisl Browser g9 @l =0d
= W% Subwoofer.mph {roog/ Gii 5 < ~
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\ Geometry 1 % acpr.coordx =] (- 130, 5% 2%pifacpr k¥ stepfun{x-1,0) m Mapped coordinate, x coordinate
B Materials : % acpr.coordy 0.5 2%pifacpr.k stepfun{y-1,0) m Mapped coordinate; y coordinate
! ETESSUFE Acoustics {acor) | % acpr.coordz 74 0. 5%2%pifacpr k*stepfun(z-1,0) m Mapped coardinate, z coordinate
il :‘ Pressure Acoustics Model 1 | %, acpr.avgDelta m Average thickness
L8 v (Wl 1 ™ %
& : Sound Hard Boundary (Wal) 1 acpr.dGeomChar  3.000955265378333 m Characteristic distance for geometry
3 Initial Values 1
erfectly Matched Layers 1
Pressure Acoustics Model PML =
S
+ Shape Functions
i Name | Shape function Unit Description |I
pr— = = A [z : s % e * 5 @ =0
1T Mode! Buider 11 Getfings Material Browiser = &
= % Hohler_Zylinder.mph (root) i ~

E'E Global Definitions

flx) MATLAB 1 (Séapfin)

Model 1 {modi)

= Definitons

A\ ceometry 1

-8B Materials

3, Acoustic-Structure Interaction (3cs))
5 Pressure Acoustics Madel 1

' 1 Sound Hard Boundary {wall) 1
E Free 1

Acoustic-Structure Boundary 1
1 Initial Values 1

=01

1 Linear Elastic Material Model 1
erfectly Matched Lavers 1
-4 | Pressure Acoustics Model PML
2t Equation View
| E-EE8 Mesh 1

s Equation View
« Variables

| Expression

| [Name

| Unit | Description

| /% acshecoordx xg™(x-0.015"sign{x)

.015%2pifacsl. k=stepfun{abs{x})-0.015,0)
.015%2%pifacsl k*stepfun{abs{y)-0.015,0)
. k=stepfun(z-0.03,0)

th acsl.coordy  y-5%{y-0.015%sigr

Y aeslcooordz z4%(z-0.03)/0.015%2
¥ acslavgDelts

acsl....Char  96.04686356149274

=1
+ Shape Functions
Unit Description

| Mame Shape function

m
m
m
m
m

Mapped coordinate, x coordinate
Mapped coordinate, v coardinate
Mapped coordinate, z coordinate
Average thickness

Characteristic ...e for geometry

Abb. 4.23: Settings-Fenster des Blattes ,Equation View" im Engerfectly Matched Layers 1,
oben: Simulationsbeispiel ,Subwoofer, unten: Siatidnsbeispiel ,Hohler Zylinder"

Es wird nun auf die Einstellungen des Zweiges ,8uss Acoustics Model PML*
eingegangen (siehe Abb. 4.24). Im Abschnitt ,Motguts” des Settings-Fensters dieses
Blattes kbnnen die gewtinschten Werte fur die Teatpeund fur den absoluten Druck in der
PML eingegeben werden. Im Rahmen dieser Arbeit fiirdlie Temperatur der Default-Wert

T =293 1K (20°C) verwendet. Der absolute Druck entspricht dem luftd und wird

ebenfalls auf dem entsprechenden Default-Wert latm =1, 0131 0Pa belassen (siehe
[RA], Kap. 2.1).

Im Abschnitt ,Pressure Acoustics Model* des Setifiggnsters von ,Pressure Acoustics
Model PML“ wird als Fluid-Modell ,Linear elastic® wsgewahlt. Fur die
Schallgeschwindigkeit (speed of sound) und fur Diehte (density) ist jeweils ,from
material“ auszuwéahlen. Es werden bei der spaterésung des Modells dann die
Einstellungen fir die Schallgeschwindigkeitund fiir die Dichte der Lufip Gbernommen,

die im Settings-Fenster des Blattes ,Air* vorgenoemmwurden, wobei sich ,Air* wiederum
im Zweig ,Materials“ befindet (siehe Kap. 4.4.1.2).
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=
'ﬂf Model Builder
ER
=

Bi 3

VEE

-,

Hohler _Zylinder.mph {roo!
Global Definitionsz
Model 1 (modi}
= Definitions
6’-\ Geometry 1
&8 Materials
EI &, Acoustic-Structure Interaction (3o}
--5 Pressure Acoustics Model 1
"'% Sound Hard Boundary (Wall) 1
--’% Free 1
Arcoustic-Structure Boundary 1
--5 Initial Values 1
--5 Linear Elastic Material Model 1
=] Perfectly Matched Layers 1
ey
%f Equation View
65 Mesh 1

3

H-tem Study 1

E:I Resylts

§4% Settings . % Material Browseq = O

& Pressure Acoustics Model
Domains

Selection: | All domainz

1 By s
2 (not applicable) Eh

3 (not applicable)
4 {not applicable) B X

+ Model Inputs

Temperature:
T |Llser defined w |
| 293.15[K] | K
Absolute pressure:
P |Llser defined w |
| 1[atm] | Pa
= Pressure Acoustics Model
Fluid model:
|Linear elastic - |
specify:
|Densit5r and speed of sound w |
Speed of sound:
[ |Fru:um material A |
Density:
P |Fru:um material A |

Abb. 4.24: Settings-Fenster des Zweiges ,Pressure AcoustaeMPML"
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4.4.2.3 Zuweisung einer Domane zum akustischen Domanen-Typ

Alle verbleibenden Domanen, die weder als mechhnmach als PML spezifiziert wurden,

werden automatisch als akustische Domanen impleene(diehe Abb. 4.25). Dies kann man
Uberprifen, indem man das Settings-Fenster desuD&aeiges ,Pressure Acoustics Model
1* im Zweig des physikalischen Interfaces ansidbie akustischen Domanen sind dabei
diejenigen Doméanen, di@cht als tberschrieben (overridden) gekennzeichnet sind

Im Abschnitt ,Model Inputs® des letztgenannten Bef$-Fenster kann unter ,Temperature”
die Temperatur in den akustischen Doménen eindfestetden. Analog zu Kap. 4.4.2.2
werden auch dort die Temperatur und der Luftdruelejls auf ihren Default-Werten

belassen, d.H' =293 1K £ 20C und p. =latm =1 013106Pa .

Die Einstellungen im Abschnitt ,Pressure Acoustidsdel” in Abb. 4.25 werden ebenfalls
gleich wie in Abb. 4.24 vorgenommen (siehe Kap.212).

T Model Builder = = O/ settings . %8 Material Browser | & T O

= %% Hohler_Zylinder.mph (oot
# - E Global Definitions
=40 Model 1 (mog's}

%7 Pressure Acoustics Model

Domains

- = Definitions
+ f\\ Geometry 1 Selection:
-3 Materials 1 {overridden)
= Aroustic-Structure Interaction (acs) 2

] 2 {overridden)

+-5 " sound Hard Boundary owally 1 4

-5 Free 1

+ Acoustic-Structure Boundary 1

-5 1nitial values 1

-5 Linear Elastic Material Model 1

w5 Perfectly Matched Layers 1

= ~ Model Inputs
H-{558 Mesh 1

- Study 1 Temperature:
H-{ml Results T User defined hd
293, 15[K] K

Absolute pressure:
P User defined w

1[atm] Pa

+ Pressure Acoustics Model

Fluid model:

Linear elastic -
Specify:

Density and speed of sound “
Speed of sound:

€ |From material v
Density:

# | From material v

Abb. 4.25: Spezifikation der akustischen Doménen und Eingtélieer Temperatur
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4.4.3 Monopolguelle in einer akustischen Doméane

Beim Simulationsbeispiel ,Hohler Zylinder* aus Kap.4 wird in der akustischen Domane
D =ak2 eine Monopolquelle, die durch GI. (2.27) definigst, implementiert. Um eine
solche Monopolquelle zum Modell hinzuzufligen, mumssersten Schritt im Kontext-Menu
des physikalischen Interfaces ,Points > Flow Pdsdurce” ausgewahlt werden (siehe
Abb. 4.26).

T Model Builder ¥ = O ||#% settings . %k Material Browser G =0

= '8 Hohler_Zylinder.mph {roog) . .
ooy TR e (7ot Acoustic-Structure Interaction
Global Definitions
E-a0 Model 1 {medi)

= Definitions

m

+ Interface Identifier

L’\ Geometry 1 Identifier; | acsl
& Materials -
Acoustic-Structure Interaction (&cs] Domains
o) I Ty
tEl N YA | Initial Values Selection: | All domains »
&= Stud| Pressure Acoustics 4 . % &
& Resy Salid Mechanics r 2 U
3 O =
Acoustic-Structure Boundary 4 L
Periodic Condition
Pressure Acoustics 4
Pairs 4
Solid Mechanics L4
Edges » | ™ Sound Pressure Level Settings
" 5 o ponssource presaure
% Delete Del *117| Intensity Point Source | o
L -
S~ . * Power Point Source
pisble *5 ) Fixed Constraint .
<& Rename F2 e ) }
"4 Prescribed Displacement
&) Properties *[["] Paint Load
p
2l Dynamic Help F1
Displacement field: u

Displacement field components;

Abb. 4.26: Auswahl der Option ,Points > Flow Point Source” iuantext-Meni des
~Acoustic-Structure Interaction” Interfaces

Im Settings-Fenster des Zweiges ,Flow Point Soutteist anschlielend im Abschnitt
.Points* der Punkt anzugeben, an dem sich die Moluyelle befinden soll (siehe
Abb. 4.27): Dies geschieht, indem zuerst der Puikim Graphics-Fenster ausgewahlt wird

und anschlielend im Settings-Fenster auf das Biodbd& (,Add to Selection®) geklickt
wird. Die Flussdichtey der Monopolquelle, die in Abb. 4.27 mit bezeichnet wird, wird im

Abschnitt ,Flow Point Source® des Settings-Fenstender ,Volume flow rate out from
source” angegeben. Im Falle des hohlen Zylindetsa‘&gz[l 2 1E]Tmm und die

Flussdichte betragy = g = 0,0im° /s .

Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@ 111



Simulationen Bereich der Technischen Akustik

Einstellungen in COMSOL Multiphysics
=0
L RS EN

ol

000 ®- Qg dcybsi=]g

") Flow Point Source
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Volume flow rate out from source: 20
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Abb. 4.27: Auswahl des Ortes und der Flussdichte der Monopdligju
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4.5 Auswahl der Randbedingungen

4.5.1 Fixierte Randbedingung

Die fixierte Randbedingung aus Kap. 2.2.2.3 wird Rahmen dieser Arbeit nur fir eine
einzige Randflache, namlich fir den Boden des moAlinders aus Kap. 5.4 bendtigt. Um
der Randflache einer mechanischen Doméane die tiexirRandbedingung zuzuweisen, muss
zuerst im Kontext-Menu des ,Acoustic-Structure tatgion (acsl)* Interfaces die Option
»o0lid Mechanics > Fixed Constraint® ausgewahlt desr (siehe Abb. 4.28). AnschlieRend
sind das Settings-Fenster des Zweiges ,Fixed CainstL* zu 6ffnen, im Graphics-Fenster
die entsprechende Randflache auszuwéahlen und itmgeFenster anschlieRend das Plus-
Symbol (,Add to selection®) anzuklicken (siehe Abb.29). Die Randflache, auf der die
fixierte Randbedingung gilt, wird daraufhin im Ghags-Fenster in blauer Farbe dargestellt.

i Model Builder = = B || settings . %E Material Browser @ =o

= %% Hohler_Zylinder.mph {roof)
£ Global Definitions
=% Model 1 {mods)

Acoustic-Structure Interaction

» Interface Identifier

= Definitions
~P\ Geometry 1 Domains
#E Materials
Selection: | All domains V|
truct nteraction
£ me +E Initial Values 1 % ap
fes Study Pressure Acoustics ¥ g |E| =
= Result Solid Mechanics » 4 b
Acoustic-Structure Boundary
Periodic Condition
Pressure Acoustics r
Pairs 4
Solid Mechanics 4 +5 Free =
+ 3 Cone i H
Friges » &) Fixed Constraint pressure level:

5 Prescribed Displacement :I
Points iE

“*5°) Prescribed Velocity
2 Delete Del +%) Prescribed Acceleration I Computation
(7 Disable 5 symmetry
<% Rename F2 +51 antisymmetry

+8 Roller L ]
{E} Properties .

*1-1 Boundary Load
@ Dynamic Help F1 [ Displacement field components: u

Abb. 4.28: Auswahl der Option ,Fixed Constraint* im Kontext-Mie des
LAcoustic-Structure Interaction® Interfaces
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¥ = O[3 settings . ¥ Material Browser @ =a b Graphics
=1 Fixed Constraint I Ogs- Qe |-kl g dos
Boundaries

Selection: |Manual -

stic Material Model 1
atrhed Layers 1

G-l Results z

Abb. 4.29: Auswahl der Randflache, auf der die fixierte Ramtibgung gelten soll

4.5.2 Randflachen einer akustischenund mechanischen Doméane

Wenn sich eine akustische neben einer mechanisaber@ne befindet, dann gelten auf jenen
Randflachen, die sich die beiden Domanen teiletgraatisch die durch den Default-Zweig
»Acoustic-Structure Boundary 1“ festgelegten Rardibgungen: Die Randbedingung der
akustischen Domane ist, dass die NormalableitursgSidalldrucks dem zweimal nach der
Zeit abgeleiteten Normalverschiebungsvektor mutieit mit —1 und mit der Dichte der Luft
entspricht (siehe Kap. 2.3.2.4). Auf der Randfladae mechanischen Doméane wird hingegen
eine Last vorgeschrieben, die sich aufgrund deswdwhandenen Schalldrucks ergibt (siehe
Kap. 2.2.2.2).

Beim Simulationsbeispiel ,Hohler Zylinder aus Kd&p4 werden diese Randbedingungen auf
allen gemeinsamen Randflachen der mechanischen i@arid einer der beiden akustischen
Doméanen implementiert. Diese Randflachen entspreahen Randflachen der mechanischen
Domaéne, die in Abb. 4.28icht blau gekennzeichnet sind.

4.5.3 Randflachen einer akustischen Doméanand einer PML

Teilen sich eine akustische Doméne und eine PML dRé&chen (wie dies bei den
Simulationsbeispielen in Kap. 5.2 und in Kap. 5e4 Eall ist), dann gilt auf den gemeinsamen
Randflachen fir die beiden Doméanen jeweils die Radihgung aus Kap. 2.3.2.5, die besagt,
dass der Schalldruck der akustischen Domane demll&eltk der PML entsprechen muss.
Durch eine geeignete Implementierung der komplekeardinatentransformationen in der
PML (siehe Kap. 4.4.2.2) wird erreicht, dass dehdlldruck auf diesen Randflachen in
COMSOL Multiphysics eindeutig definiert ist und siée Randbedingung somit automatisch
erfullt wird (siehe Abb. 2.2 in Kap. 2.3.1.3).
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4.5.4 Schallharte Wande

Die verbleibenden Randflachen der akustischen Defmdrund der PML (sofern letztere im
Modell vorhanden ist), d.h. jene Randflachen, aeheh weder die Randbedingung nach
Kap. 4.5.2 noch nach Kap. 4.5.3 gilt, werden vonMB®L Multiphysics automatisch dem
Default-Zweig ,Sound Hard Boundary (Wall) 1* zugdoet und somit als schallharte Wéande
implementiert. Eine schallharte Wand ist durch(@I50) in Kap. 2.3.2.3 definiert.

4.5.5 Vorgegebene innere Normalbeschleunigung

Wenn eine innere Normalbeschleunigung, d.h. eineridtbeschleunigung auf einer inneren
Grenzflache, vorgegeben werden soll (siehe Kap.22B so kann dies in COMSOL
Multiphysics mit den folgenden vier Schritten regdit werden:

1. Im ersten Schritt wird im Kontext-Menl des Zweig€obal Definitions” die Option
.Parameters” ausgewahlt (siehe Abb. 4.30).

"I Model Builder = =0
= ¥% Subwoofer.mph {Foot)
| (1 Parameters |
+If: St * a= Variables
- R Functions 3

EL DynamicHelp F1

Abb. 4.30: Auswahl der Option ,Parameters” im Kontext-Menis @veiges ,Global Definitions*

2. Im Settings-Fenster des Blattes ,Parameters” kammndn der Tabelle im Abschnitt
.Parameters” ein Parameter definiert werden (sisble. 4.31), indem dessen Name und
Ausdruck (expression) eingetippt wird. Der Wert [¢(¢d des Parameters wird von
COMSOL Multiphysics automatisch aus dem Ausdruckstibemt. In der Spalte
.Description* kann optional eine Beschreibung desameters angegeben werden. Auf
globale Definitionen im Allgemeinen und auf Paragneitn Besonderen kann auch an
anderer Stelle in der Software zugegriffen werdén. Abb. 4.31 wird z.B. die
Beschleunigungsamplitude der Membran des Subwodaess Kap. 5.2 als Parameter
definiert, auf die dann im 4. Schritt zugegriffeirdy

3. Im dritten Schritt ist, abhangig vom verwendeterygikalischen Interface, wie folgt
vorzugehen: Im Kontext-Ment des ,Acoustic-Structlmeeraction (acsl)” Interfaces ist
die Option ,Pressure Acoustics > Interior Normal cleration* auszuwéhlen. Im
Kontext-Menu des ,Pressure Acoustics (acpr)* Ir#tees ist direkt ,Interior Normal
Acceleration* anzuklicken. Abb. 4.32 zeigt diesechi®t am Simulationsbeispiel
~Subwoofer* aus Kap. 5.2, das mit dem ,Pressureustios (acpr)* Interface modelliert
wird.

Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@ 115



Einstellungen in COMSOL Multiphysics

Simulationen Bereich der Technischen Akustik

T Model Builder ¥ =0

= ¥% Subwoofer.mph fFoof)
EI = Global Definitions
P
; flx) MATLAE 1 (séeniin)
-4 Model 1 fmody)
E-&2 Study 1
(@ Results

7% Settings . H® Material Bruwseq =08

Fi Parameters

* Parameters

Mame | Expression | Yalue | Description
al 10[mf=~2] 10mfs2 Beschleunigungsamplitude

Abb. 4.31: Definition eines Parameters
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Abb. 4.32: Auswahl der Option ,Interior Normal Acceleration*
im Kontext-MenU des ,Pressure Acoustics” Interfaces
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4. Im letzten Schritt ist das Settings-Fenster desig®ge, Interior Normal Acceleration 1*
zu offnen (siehe Abb. 4.33). Die inneren Grenzfiicder akustischen Domane, die dieser
Randbedingung zugeordnet werden sollen, sind inpl@ca-Fenster auszuwahlen. Im
Settings-Fenster muss anschlielend das Plus-Sy(pdtl to Selection) angeklickt
werden. Im Abschnitt ,Interior Normal Accelerationst unter ,Type“ die Option

~Acceleration“ auszuwéahlen. AnschlieBend konnen Kienponentena,,., a,, und a,,

des Beschleunigungsvektodis jeweils in die entsprechenden Eingabefelder dé&mn§s-
Fensters eingetippt werden. Wie an der Abbildungrkennen ist, wird in diesem Fall in
das Eingabefeld fle,, die Beschleunigungsamplitudg, die im 2. Schritt als Parameter
definiert wurde, eingetippt.

"nTMDdeI Builder ~ = B || settings & Material Browser = O
= ¥¥ Subwoofer.mph froog)

Clobal befmtone Interior Normal Acceleration

=% Model 1 fmodi) Boundaries
= Definitions
EP\‘ Geometry 1 Selection: |Manual »
#E Materials s @% 4
[=-12) Pressure Acoustics (o) 13 -
9" Pressure Acoustics Model 1 u =
% sound Hard Boundary (wally 1 : X
57 Initial values 1
97 Perfectly Matched Layers 1
£5 Mesh 1
s Study 1 - Interior Normal Acceleration
i1 Results
Type:
Acceleration hd
a ®
dg |0 v | mfs2
ald z

Abb. 4.33: Einstellungen fir die Randbedingung einer inneremialbeschleunigung
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4.6 Wahl der Ordnung

Die Ordnung der finiten Elemente des Modells katerfirift und bei Bedarf geandert
werden: Dazu muss im Model Builder das dreieckigeni®l fur das ,View Menu*
angeklickt werden und anschlieBend ,Show More Owtioausgewahlt werden (siehe
Abb. 4.34).

View Nem

"I, Model Builder @D B || %32 settings ™. % Material Browser @ =0
=l %% Hohler_Zvylinder.mph froot} Show Mame Only
= Global Definitions ® Show Mame and Identifier |
e Ll Model 1 (mod'1) Show Mame and Tag .
H-fea Study 1 Show Type and Identifier
H- @ Results Show Type and Tag

v Show Equation View |

Abb. 4.34: Auswahl der Option ,Show More Options" im ,View Meh

Im Settings-Fenster des physikalischen Interfacasnkdanach unter ,Discretization* die
Ordnung der finiten Elemente eingestellt werdenrdMilas ,Pressure Acoustics (acpr)”
Interface im Modell verwendet, so wird unter ,Prgss die Ordnung aller finiten Elemente
ausgewahlt. Wird hingegen das , Acoustic-Structureraction (acsl)” Interface im Modell
benitzt, dann wird unter ,Pressure” nur die Ordndeg finiten Elemente der akustischen
Doméanen und der PML eingestellt. Unter ,Displacemield* kann in diesem Fall die
Ordnung der finiten Elemente der mechanischen Den@usgewahlt werden. In Abb. 4.35
wird die Einstellung der Ordnung aller finiten Elente des Modells am Beispiel des Settings-
Fensters des ,Acoustic-Structure Interaction (adsterfaces gezeigt.

Unter ,Pressure” bzw. unter ,Displacement field" nka entweder ,Linear* ¢ =1),
»Quadratic* (o =2), ,,Cubic* (o =3) oder ,Quartic* ( =4) ausgewahlt werden. In dieser
Arbeit wird fur alle finiten Elemente im Modell imen die (quadratische) Ordnung= 2
gewdahlt. Diese Ordnung entspricht bei Verwendung ¢Bressure Acoustics (acpr)”
Interfaces oder des ,Acoustic-Structure Interacti@esl)” Interfaces auch genau jener
Ordnung, die in COMSOL Multiphysics fur das gesatalell voreingestellt ist.

Im Settings-Fenster des Zweiges ,Model 1 (modlYirkeam Abschnitt ,Unit System* unter
.Geometry shape order* die sogenannte geometri€ekdaung fur die (spatere) Vernetzung
des Modells eingestellt werden (siehe Abb. 4.3Gg Default-Option, die auch in dieser
Arbeit immer verwendet wird, ist ,Automatic”. In ekem Fall entspricht die geometrische
Ordnung des Modells der hdchsten Ordnung, die irysighlischen Interface ausgewahlt
wurde (siehe [CMRG40], Kap. 6, S. 292). Im Rahme&ser Arbeit ist die geometrische
Ordnung also immer 2, was wiederum bedeutet, dagglogenen Kanten oder Randflachen
des Modells isoparametrische, gebogene Elementeédi#mung o =2 verwendet werden,
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wenn dies maoglich ist (siehe Kap. 3.2.4). Durfeesdi gebogenen Elemente aus den in
Kap. 3.2.4 genannten Griinden nicht verwendet werderersetzt COMSOL Multiphysics
diese Elemente automatisch durch Lagrange-Elendemgelben Ordnung.

I'> Model Builder ¥ = 0 |[§#* settings &8 Material Browser @ =0
= Y% Hohler_Zylinder.mph (Foos) = -
“ohler_Zylinder.mah (foo =, Acoustic-Structure Interaction
£ Global Definitions

=% Model 1 {fmogi)}
= Definitions
WA\ Geometry 1 Domains
B materials

b Interface Identifier

Selection: | All domains

. w
(=l Acoustic-Structure Interaction (Bos) |
€5 Mesh 1 1 %
2
E-&3 Study 1 : s
51 Results 3 .
i

¥ Sound Pressure Level Settings
b Reference Point for Moment Computation
b Advanced Settings

~ Discretization

Pressure:

| Quadratic W |

Dizplacement figld:

| Quadratic w |

» Dependent Variables

Abb. 4.35: Einstellen der Ordnung der finiten Elemente

"nT Madel Builder ~ = 8|5 Settings % Material Browser '1 =08
= %% Hohler_Zvylinder.mph frooé)
ofler_Zyincer.mah (o4 v Model
£ Global Definitions
Ll Model 1 (mod 1) = Model Identifier
& Study 1
{E Results Identifier: |mcu:|1
* Unit 5ystem
[Jowverride global eystem
Geometry shape order:
|Autu:umatiu: i

Abb. 4.36: Einstellen der geometrischen Ordnung
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4.7 Automatische Vernetzung

Welche Parameter es in COMSOL Multiphysics fir digomatische Vernetzung gibt und
wie diese definiert sind, wird in Kap. 3.3.3 erkldm Folgenden wird darauf eingegangen, wo
und wie die Einstellungen fur die automatische ¥&rang in der Software erfolgen.

Abb. 4.37 zeigt das Settings-Fenster von ,Size“d#@is Simulationsbeispiel ,Subwoofer* aus
Kap. 5.2. In diesem Settings-Fenster werden Pamaniét die automatische Vernetzung
eingestellt, die Uberall im Modell aul3er in bestitam Bereichen, die zu einem spateren
Zeitpunkt ausgewahlt werden konnen, gelten. Im Abdt ,Element Size“ kann nach
Anklicken der Option ,Predefined” eine vordefinierNetz-Auflésung gewahlt werden. Fir
diese Netz-Auflosung werden die Werte der beiderarRater ~_,  und h_, aus der

Modellgeometrie berechnet. Die Werte der Parameter R, und R, ergeben sich direkt

aus der gewahlten Netz-Auflosung. All diese funtraPaeter-Werte werden anschlielend
automatisch an entsprechender Stelle im AbschBitment Size Parameters” des Settings-
Fensters angezeigt.

Es gibt die folgenden neun vordefinierten Netz-Asflngen, die in der angegebenen
Reihenfolge zunehmend feiner werden: ,Extremelyrsefa ,Extra coarse”, ,Coarser”,
.Coarse”, ,Normal“, ,Fine“, ,Finer®, ,Extra fine" ud ,Extremely fine".

"F,, Madel Builder ¥ = 8 | Settings &% Material Browser
=l ¥ Subwoofer.mph oot ]
+- = Global Definitions
=% Model 1 fmod's) £4 Size
+ = Definitions
+ J’\ Geometry 1 Element Size
+- 8B Materials
¥ Pressure Acoustics (3 (%) Predefined | Finer w
=-EZ5 Mesh 1 () Custom
g Size
H-ea Study 1 + Element Size Parameters
-{l Results

Maximum element size:

0,101 m
Minimum element size:

0.0074 m
Maximum element growth rate:

1.4
Resolution of curvature:

0.4
Resolution of narrow regions:

Q.7

Abb. 4.37:Einstellen der Parameter fir die automatische \feamg (die Parameter gelten tberall im Modell
aulier in bestimmten Bereichen, die zu einem spai#punkt ausgewahlt werden kénnen)
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Im Abschnitt ,Element Size Parameters® konnen fie derschiedenen Parameter auch
beliebige andere Werte als jene, die durch dieeforérte Netz-Auflésung erhalten werden,

eingetippt werden. Die Software ersetzt in diesath &utomatisch die Option ,Predefined"

(im Abschnitt ,Element Size*) durch ,,Custom®.

Wenn man im Kontext-Menu des Zweiges ,Mesh 1" d@i@n ,Free Tetrahedral* auswahlt
(siehe Abb. 4.38), erhélt dieser Zweig einen weiteZweig mit der Bezeichnung ,Free
Tetrahedral 1“. Wird im Kontext-Menu des letzter&weiges wiederum die Option ,Size"
ausgewahlt (siehe Abb. 4.39), erhalt der Zweig gFfetrahedral 1* das Blatt ,Size 1“.

T Madel Builder = =0

= ¥¥ Subwoofer.mph (roog)
Global Definitions
Model 1 fmed'i)
£ Definitions
~P\ Geometry 1
&8 Materials

+

= m

TR e O e

Pressure Acoustics (Eaor)

5 [

35 [fil  Buid Al Fa
&= Study 1
LN | * & Free Tetrahedral

* Hp Swept

Boundary Layers

More Qperations 4

_i._ﬂ Size
*He scale
*+HH Distribution

alll Statistics
B Import

L Clear Seguence

¥ Delete Del
¥ Rename F2
{E} Properties

'1 Dynamic Help F1

Abb. 4.38: Auswahl der Option ,Free Tetrahedral“ im Kontextiedes Zweiges ,Mesh 1“

Es wird nun auf die Einstellungen eingegangen,idi&ettings-Fenster des Blattes ,Size 1°
gemacht werden koénnen (siehe Abb. 4.40). Im Absch@eometric Scope” kann unter
.Geometric Entity Level® ausgewahlt werden, ob dre diesem Settings-Fenster unter
.Element Size Parameters® eingestellten Vernetzdtayameter fur die gesamte Geometrie
des Modells (,Entire Geometry“), fur einzelne Doreén(,Domains®) oder fir einzelne
Randflachen (,Boundaries®) oder Kanten (,Edges‘)nv@bjekten bzw. Doméanen gelten
sollen. In den letzten drei Fallen missen die eatsenden Doménen, Randflachen bzw.
Kanten im Graphics-Fenster zuerst ausgewahlt und Siettings-Fenster im Abschnitt
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.Geometric Scope“ durch Anklicken des Plus-Symb@ldd to Selection”) anschliel3end
hinzugefligt werden.

"nT Model Builder ¥ =0

= ¥® Subwoofer.mph (rooé)
#- & Global Definitions
=-A" Model 1 fmodi)

H- = Definitions
+ P\ Geometry 1
-4 Materials
+-1% Pressure Acoustics (Boor)
=655 Mesh 1
— Size
Y Frec Tetahedra 1
Hfes Study 1| ] Build Selected
(@ Results
*HH Distribution
3 Delete Del
™ Disable
%] Rename F2
§§} Properties
E Dynamic Help  F1

Abb. 4.39: Auswahl der Option ,Size" im Kontext-Meni des Zwesg,Free Tetrahedral 1*

In den Abschnitten ,Element Size* und ,Element SR&rameters” im Settings-Fenster des
Blattes ,Size 1 kbnnen die Parameter fur die aw@tiseche Vernetzung jener Bereiche, die im
Abschnitt ,Geometric Scope” ausgewahlt wurden, egtgllt werden. Dabei wird analog wie

bei den Parameter-Einstellungen fur die automagis¢drnetzung der tbrigen Bereiche des
Modells im Settings-Fenster von ,Size" vorgegangeiehe Text zu Abb. 4.37). Abb. 4.40

zeigt die Vernetzungs-Einstellungen fir die Membd®s Subwoofers aus Kap. 5.2 (siehe
rechte Spalte der Tabelle 5.1 in Kap. 5.2.5).

Wenn aus dem Kontext-Meni des Zweiges ,Mesh 1‘Gfon ,Build All* ausgewahlt wird
(siehe Abb. 4.38), wird das Modell aufgrund der gklten Parameter-Einstellungen vernetzt.
Der besseren Ubersichtlichkeit halber werden atmeGraphics-Fenster nur die Randflachen
(der Doméanen und der Objekte) und die inneren Gldsien des Netzes und nicht alle
dreidimensionalen Netz-Elemente dargestellt (seBeAbb. 5.3 in Kap. 5.2.5).

Wenn die Einstellungen fur die automatische Vewmmegz so wie in diesem Kapitel
beschrieben, vorgenommen wurden, verwendet COMSQItiphysics im gesamten Netz
automatisch nur Lagrange-Elemente bzw. gebogenmdsie mitd +1 Ecken, wobei die
Netz-Elemente jeweils die Dimensi@h=1, d =2 oderd =3 haben.
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'ﬂT Model Builder V= B[ #e Settings & Material Bru:nwser]

=] 'I:‘_i Subwoofer.mph froog! iﬁ
& &' Global Definitions
Model 1 (mods) 24 Size

= Definitions
B, Geometry 1 Geometric Scope
$ Materials Geometric entity level: |Bnundar\,-' v|
t-1.%) Pressure Acoustics (3qor)
=65 Mesh 1 Selection: |Manua| v|
,,%j Size
EI@ > Free Tetrahedral 1 613 % +
E_:I--ﬁ Study 1 S 4
-5 Results

Element Size
O predefined | Extremely fine
@ Custom

« Element Size Parameters

Maximum element size:

[ 0.002 | m

|:| Minirmurm element size:

[ Maximum element growth rate:
[ resalution of curvature:

[ resolution of narrow regions:

Abb. 4.40: Einstellen der Parameter fiir die automatische \teang (die Parameter gelten nur in jenen
Bereichen des Modells, die im Abschnitt ,Geome8ape" ausgewahlt sind)
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4.8 Losung des Modells

Die FEM-Gleichungssysteme aller Domanen des Modellsrden von COMSOL
Multiphysics aufgrund der Modellierung bzw. aufgduther Einstellungen, die in den Kapiteln
4.1.1 und 4.2 bis 4.7 vorgenommen wurden, autoofabsstimmt.

Welche Parameter noch eingestellt werden missenit dée Losung des Modells mdglich
ist, hangt davon ab, ob im Model Wizard als Analgse(study type) ,Frequency Domain*
oder ,Eigenfrequency” ausgewahlt wurde (siehe Kap.1).

Ist die Analyse-Art ,Frequency Domain®, dann isterst das Settings-Fenster des Blattes
~Step 1: Frequency Domain“ zu o6ffnen (siehe Abd14. Dort kdnnen im Abschnitt ,Study
Settings” unter ,Frequencies” die Frequenzen eiageg werden, fur die das Modell gelost
werden soll. Z.B. wird das Simulationsbeispiel ,#®aofer” fir 21 diskrete Frequenzen im

Bereich[50Hz; 7QHz] gelost. Die Schrittweite betragt in diesem SiniatatbeispietlHz .

"7 Mode! Buider = T O || 3¢ setiings . %# Material Browser W =0
= W® Subwoofer.mph froog) vy H
i R o
B8 Clobal Defritions ! Frequency Domain
& H Madel 1 (modZ) * Study Settings
[=-es Study 1
MY step 1: Frequency Domain Frequencies: range{50, 1, 703 | Hez

& -{Fr. Solver Configurations

) -
? _,5 Job Configurations
Load parameter values:

[#-gd Results

[ Browse.., H Read File ]

Abb. 4.41:Einstellen der Frequenzen, fir die das Modell del@sden soll,
wenn die Analyse-Art ,Frequency Domain® ist

Wenn die Analyse-Art hingegen ,Eigenfrequency” idgnn muss das Settings-Fenster des
Blattes ,Step 1. Eigenfrequency” aufgerufen wer@&ehe Abb. 4.42). Im Abschnitt ,Study
Settings” kann unter ,Desired number of eigenfregies” eingegeben werden, wie viele
Eigenfrequenzen bzw. Eigenmoden berechnet bzw. ligimwerden sollen. Im gleichen
Abschnitt des Settings-Fensters kann unter ,Setocleigenfrequencies around” der Wert
einer Frequenz angegeben werden, um den herum CQM$Mltiphysics nach
Eigenfrequenzen suchen soll. In Abb. 4.42 ist Zinese dass fur das Simulationsbeispiel
.Eigenmoden eines Raumes" aus Kap. 5.3 10 Eigenémzen im Bereich um 3
berechnet und die zugehdrigen Eigenmoden simwlierten sollen.

Nachdem alle Parameter-Eingaben im Settings-Ferdser Blattes ,Step 1. Frequency
Domain“ bzw. des Blattes ,Step 1: Eigenfrequencgimgicht wurden, ist im Kontext-Menu
des Zweiges ,Study 1“ die Option ,,Compute” auszulsah(siehe Abb. 4.43).
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"nTMcu:IEI Builder ~ = B || i settings #E Material Browser @ =0
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= - T L, Eigenfrequen
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-3 Study 1
R 5tep 1: Eigenfrequency Desired number of eigenfrequendes: | 10 |
n‘nD"" Solver Configurations Search for eigenfrequendes around: | 50 |

= Job Configurations

B Results b Mesh Selection

Abb. 4.42:Einstellen der Eigenfrequenzen, fur die das Moglelbst werden sall,
wenn die Analyse-Art ,Eigenfrequency” ist

"nT Model Builder ~ =0
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Properties
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Abb. 4.43: Auswahl der Option ,Compute” im Kontext-Menl deseéges ,Study 1“

Falls die Analyse-Art ,Eigenfrequency” ist, werdean COMSOL Multiphysics automatisch
zuerst die Eigenfrequenzen entsprechend den Himsgeh in Abb. 4.42 und danach die
entsprechenden Eigenmoden in den Knoten des Mduiéshnet.

Ist die Analyse-Art hingegen ,Frequency Domain® rdstinet COMSOL Multiphysics

automatisch alle Freiheitsgrade des Modells fig Biequenzen, die in Abb. 4.41 vorgegeben
wurden.
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4.9 Zusammenfassung

Bei der Modellierung und Simulation eines akuststhbzw. mechanisch-akustischen
Systems mit der FEM-basierten Software COMSOL Ndalgsics missen die folgenden 8
Schritte nacheinander abgearbeitet werden (vgl.. Kap und siehe [CAUG35], Kap. 3,
[CMML35] sowie [CAML35]):

1. Im ersten Schritt werden alle Einstellungen im Modkézard vorgenommen: Im Rahmen
dieser Arbeit wird immer ein dreidimensionales Kdinatensystem ausgewahlt. Das
physikalische Interface ist entweder das ,AcouSticicture Interaction (acsl)* oder das
.Pressure Acoustics (acpr)” Interface, je nachdeim,eine mechanische Domane im
Modell vorkommt oder nicht. Weiters ist als Anah&e ,Eigenfrequency” oder
~Frequency Domain“ auszuwahlen, je nachdem, obEiienfrequenzen- und moden des
Modells oder die physikalischen Variablen, nachddas Modell mit einer Quelle
angeregt wurde, berechnet werden sollen.

2. Die Geometrie samtlicher Objekte und Domanen im &loglird festgelegt.

3. Alle Einstellungen zu den Doméanen werden vorgenomnien Domanen werden die
gewiinschten Materialien zugeordnet, bei Bedarf &dindie Werte einzelner Material-
Parameter auch geandert werden. AuRerdem werdegirdielnen Domanen jeweils als
bestimmter Domanen-Typ spezifiziert. Weiters konraer absolute Druck und die
Temperatur des jeweiligen Domanen-Typs eingestelitlen (im Falle der PML oder des
akustischen Doméanen-Typs entspricht der absolubekDdem Luftdruck). Optional sind
auch noch weitere Einstellungen moglich: Z.B. kénder Ort und der Schallfluss einer
Monopolquelle in einer akustischen Domane festgelegden.

4. An allen Rand- und inneren Grenzflachen des Modellsrden physikalische
Randbedingungen ausgewahlt. Je nach Art der Ramdhed) kann dies auch bedeuten,
dass in COMSOL Multiphysics die Werte bestimmteraReeter angegeben werden
mussen.

5. Die Ordnung der finiten Elemente des Netzes wirdtgelegt. Da in COMSOL
Multiphysics die Ordnungo =2 (bei Verwenden der unter dem 1. Schritt genannten
physikalischen Interfaces) voreingestellt ist unésd Ordnung bei den akustischen
Simulationsbeispielen im folgenden Kapitel immernwendet wird, kann in den Kapiteln
5.2 bis 5.4 dieser Schritt immer ausgelassen werden

6. Das Modell wird automatisch vernetzt, wobei im Rahnndieser Arbeit dazu immer
Lagrange- und gebogene Elemente, die jewdilsl Ecken aufweisen, herangezogen
werden @ gibt die Dimension jeweils eines Netz-Elementes Bn Zuge dessen missen
die Parameter fur die automatische Vernetzung stefifewerden.

7. Das Modell wird gelost: Wenn die im 1. Schritt gété Analyse-Art ,Eigenfrequency”
ist, werden die Eigenfrequenzen und die zugehdriggenmoden in den Knoten des
Modells berechnet. Ist die Analyse-Art hingegen egtrency Domain“, werden alle
Freiheitsgrade des Modells fur bestimmte, vorgegelbgequenzen berechnet.
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8. Die Simulationsergebnisse werden graphisch daigegtef diesen Schritt wird in den
Kapiteln 5.2.7, 5.3.7 und 5.4.7 ndher eingegangen.

Im folgenden Kapitel werden drei akustische Simaretbeispiele vorgestellt, bei denen diese
Schritte nacheinander abgearbeitet werden, wobeipereits erwahnt, der 5. Schritt jeweils
ausgelassen wird.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dasSdtteitt 2 in Kap. 3.6 den Schritten 1 und 3
in diesem Kapitel entspricht. Das liegt daran, daés Differentialgleichungen bzw.
Differentialgleichungssysteme aller Doménen des élleceindeutig festgelegt sind, nachdem
die Einstellungen im Model Wizard und die Einstefjen zu den Domanen vorgenommen
wurden.

Jeder andere Schritt in Kap. 3.6(t =1,3456 7) entspricht in diesem Kapitel jeweils dem
Schritt ¢ +1.
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5 Akustische Simulationsbeispiele

5.1 Allgemeines

5.1.1 Verwendete Hardware

Alle Simulationen in dieser Arbeit werden auf ein®@ durchgefuhrt, auf dem das 64Bit-
Betriebssystem Windows 7 von Microsofnstalliert ist. Der PC beinhaltet einen Prozessor
mit 4 Kernen der Firma Int€] wobei der Prozessor die Bezeichnung ,C822Quad CPU
Q9450" hat. Die Kerne des Prozessors sind jewall %6 GHz getaktet. Weiters verfiigt der
PC Uber einen Arbeitsspeicher (RAM) von 8 GB. Alafikkarte wird eine GeForce GT 240
von NVIDIA® verwendet. Alle Rechenzeiten, die in dieser Arl@igegeben sind, beziehen
sich auf die genannte Hardware.

5.1.2 Auswahl der Simulationsbeispiele

In diesem Kapitel werden Simulationsbeispiele digkt) die einen Einblick in die
Moglichkeiten der akustischen Simulation mit COMS®ultiphysics geben sollen. Die
Simulationsbeispiele sind an Beispiele der Softw2o&umentation von COMSOL
Multiphysics angelehnt und werden bei Bedarf abdeén

Das Simulationsbeispiel in Kap. 5.2 behandelt eiigarbwoofer und dessen akustische
Umgebung (vgl. ,Building and Solving an Acousticodél” in [CAUG35], Kap. 3). Bei der
Modellierung der akustischen Umgebung wird in diesBeispiel eine PML (Perfectly
Matched Layer) zur Minimierung von Reflexionen ar duf3eren Grenze einer akustischen
Domaéne verwendet.

In Kap. 5.3 wird die Ausbildung von Eigenmoden imegn quaderformigen, méblierten Raum
beschrieben (vgl. ,Eigenmodes of a Room* in [CMMI[,3%ap. 2).

Beim hohlen Zylinder in Kap. 5.4 (vgl. ,Hollow Cyider* in [CAML35]) wird die
Schallabstrahlung eines Festkérpers nach innen padh aul3en simuliert. Dieses
Simulationsbeispiel ist v.a. deshalb fir den Anwergsbereich der Technischen Akustik von
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grof3em Interesse, da die akustisch-mechanische s&ledhkung eines Festkorpers und eines
Gases (Luft) ausfuhrlich diskutiert wird.

5.1.3 Gliederung der Kapitel 5.2 bis 5.4

Bei der Modellierung und Simulation der drei aksstien Simulationsbeispiefgubwoofer
Eigenmoden eines Raumesd Hohler Zylinder wird, so wie in Kap. 4.9 beschrieben,
vorgegangen, d.h. fur jedes Simulationsbeispieldemrdie einzelnen Schritte nacheinander
abgearbeitet. Grundsatzlich ist die Dokumentati@enSimulationsbeispiele so gegliedert, dass
die einzelnen Schritte jeweils in einem eigenenelkapitel diskutiert werden. Wie bereits in
Kap. 4.9 erwahnt, kann jedoch der 5. Schritt jesvailsgelassen werden. Dadurch ergeben
sich also die folgenden Unterkapitel fur jedes Sanonsbeispiel:

1. Einstellungen im Model Wizard
2. Geometrie des Modells

3. Einstellungen zu den Domanen
4. Physikalische Randbedingungen
5. Vernetzung des Modells

6. Losung des Modells

7. Simulationsergebnisse
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5.2 Subwoofer

5.2.1 Einstellungen im Model Wizard

Die Einstellungen im Model Wizard werden gemafR} Ahtk.aus Kap. 4.1.1 durchgefiihrt. Die
Geometrie des Modells wird also durch ein dreidisn@males, kartesisches Koordinaten-
system implementiert. Als physikalisches Interfagied das ,Pressure Acoustics (acpr)”
Interface verwendet, da im Modell nur jeweils eiakustische Domé&ne und eine PML
vorkommen, aber keine mechanische Domane bendtidt(sieche Kap. 5.2.3). Als Analyse-

Art ist ,Frequency Domain“ auszuwdahlen, weil beiesBm Simulationsbeispiel die
Schallabstrahlung der Membran des Subwoofers imuemzbereich untersucht werden soll.

5.2.2 Geometrie des Modells

Das Simulationsbeispiel behandelt einen Subwoadaler,auf dem Boden eines Halbfreifeld-
raumes platziert ist (siehe Abb. 5.1).

Die innere Domane dieses SimulationsbeispielsimsiQuader mit einer Héhe vobm und
einer quadratischen Grundflache, die eine Seitgelamon 2m aufweist. In dieser Domane
befindet sich der Subwoofer, der vier kegelformigdde hat. Jeder dieser Kegel weist eine
Hohe von0,1m auf. Der Radius der Grundflache jeweils eines kKebetragtO, 025n . Auf

den FuRen steht das quaderférmige Gehduse des &fabsyodas eine quadratische
Grundflache mit einer Seitenlange von jewdlJgm und eine Hohe vol, 7m hat. Inklusive
seiner FuRe ist der Subwoofer sorjBm hoch. Die AuRenwénde des Subwoofers haben
eine Dicke von0,02n . Der Boden des Gehaduses beinhaltet eine MembranOyhim
Radius.

Um die Rechenzeit und den Hardwareaufwand (z.B. Blesharf an Hauptspeicher) bei der
Simulation zu reduzieren, wird die Tatsache ausgéndass die gesamte Geometrie des
Modells inklusive der Membran sowohl um dig -Ebene y =0m als auch um dieyz-
Ebene x =0m symmetrisch angeordnet ist: Die beiden genanntban& werden in
Kap. 5.2.4 als schallharte Wanden implementiertesdird jeweils nur der erste Quadrant in
den xy-Ebenen mit z-Werten im Bereich[Om;1 5n] auch tatséchlich in COMSOL
Multiphysics modelliert. Durch diese Vorgehenswerged der Schall in den anderen drei
Quadranten jeweils einery -Ebene virtuell mitberlcksichtigt (vgl. [RA], Kag.3). Abb. 5.2

zeigt die Geometrie so, wie sie in COMSOL Multipiogs tatsachlich modelliert bzw.
implementiert wird.

Die innere und die aul3ere Doméne in Abb. 5.2 werdeRap. 5.2.3 jeweils als akustische
Doméane und als PML realisiert. Die Koordinaten deseren PML-Randesy,, y, undz;
liegen jeweils beilm. Die inneren Randflachen der PML entsprechen dwaBeren
Randflachen der akustischen Domane. Die PML-Bisitauf d,,,, =0,5n festgesetzt.
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Abb. 5.1: Geometrie des Modells: Innen ist die akustische@xe inkl. Subwoofer, aul3en ist die PML

Abb. 5.2: tatsachlich in COMSOL Multiphysics modellierte Gestnie
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5.2.3 Einstellungen zu den Doméanen

Das im ganzen Modell verwendete Material ist Léfir), das, so wie in den Kapiteln 4.4.1.1

und 4.4.1.3 beschrieben, ausgewahlt und beiden Demzugeordnet wird. Die Default-

Einstellungen des Materials Luft, die in der Abld2l des Kapitels 4.4.1.2 gezeigt werden,
werden nicht gedndert.

Die aul3ere und die innere Domane werden jeweils,Addeitungen der Kapitel 4.4.2.2 und
4.4.2.3 folgend, dem Doméanen-Typ PML sowie dem tigeisen Domanen-Typ zugeordnet.

5.2.4 Physikalische Randbedingungen

Die Schallquelle ist eine Membran, die fur die iapK5.2.6 festgelegten Frequenzen jeweils
harmonisch in vertikaler Richtung mit der vorgegebe Beschleunigungy, =10m/s?

vibriert (siehe Kap. 2.3.2.2 und Kap. 4.5.5). Zadigen ist, dass der Schall sowohl nach oben
(ins Gehauseinnere) als auch nach unten (nach paBgastrahlt wird. Durch das Gehéause,
das als vollkommen starr angenommen wird, wirdagmstischer Kurzschluss verhindert.

Weil die duRere Domane des Modells in Kap. 5.2s3RML spezifiziert wurde, wird ein
reflexionsarmer Abschluss der akustischen Domaneicht (siehe Kap. 2.3.1.3). Auf der
gemeinsamen Randflache der akustischen Domane uwerd RML entspricht der
Schalldruckverlauf der einen Domane jenem der jsvwaideren Domane (siehe Kap. 2.3.2.5
und Kap. 4.5.3).

Alle weiteren Randflachen des Modells werden alsmbleart angenommen [siehe Gl. (2.50)
in Kap. 2.3.2.3 und Kap. 4.5.4]. Zu diesen Grerttfén zéhlen der Boden des Halbfreifeld-
raumes (die Ebene bei=0m), die Innen- und AuRenwande des Subwoofer-Gehadses
Mantel der kegelférmigen FulRe des Subwoofers, diBelhwéande der PML und, wie bereits
erwéahnt, die Ebenen =0m und y =0m.

5.2.5 Vernetzung des Modells

Die hochste Frequenz, fur die das Modell spatesgelvird (siehe Kap. 5.2.6), ist
f... = 70Hz . Damit ist in diesem Modell die kleinste Wellerdin die betrachtet wird, zwar

mit ca. 49m @ . =c/f, . =343/ 70= 4 9n) relativ grof3, Abb. 5.2 zeigt jedoch, dass die

Geometrie des Modells wesentlich feiner struktarist. Tabelle 5.1 listet die Werte aller
Parameter fur die automatische Vernetzung aufésiap. 3.3.3 und Kap. 4.7): Die Werte in
der mittleren Spalte ergeben sich durch Auswahivdedefinierten Netz-Auflosung ,Finer”.
Die Abstrahlung des Schalls nach auf’en geschieler i@e Membran. Fir valide
Simulationsergebnisse ist deshalb eine sehr feieenéfzung der Membran notwendig,
weswegen fur diese die vordefinierte Netz-AuflosyBgtremely fine* ausgewahlt wird und
die maximale ElementgréRe dort (manuell) auf Bu@02n, d.h. auf 2 Millimeter gesetzt

wird. Alle Werte fur die automatische Vernetzung Membran sind in der rechten Spalte der
Tabelle 5.1 eingetragen.
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Parameter fur die Werte fur gesamtes Modej Werte im Bereich der
automatische Vernetzungl mit Ausnahme der Membran Membran
- 0,101n 2110°%m
h_. 0,0074n 3 680" m
Ve 14 13
R, 0,4 0,2
R, 0,7 1

Tabelle 5.1:Werte der Parameter fir die automatische Vernetdesgviodells

T
BBV A R R Y

15 A

1 A\ ; i > 15

05

Abb. 5.3: vernetzte Rand- und innere Grenzflachen des Modells

Abb. 5.3 zeigt die inneren Grenzflachen und diesteai vernetzten Randflachen des Modells:
Um die Graphik ubersichtlich zu gestalten, wird eegeits auf die Darstellung einiger
Randflachen verzichtet, die verbleibenden Rand- underen Grenzflachen werden
andererseits teilweise unterschiedlich eingefarbt.
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5.2.6 L6sung des Modells

Das Modell wird fur den Frequenzbereiﬁ‘.’ﬁOHz; 70Hz] gel6st, die Schrittweite betragt 1Hz
(siehe Kap. 4.8).

Bei der Losung des Modells werden insgesamt 1&isopetrische, gebogene Elemente durch
Lagrange-Elemente ersetzt, um invertierte Elemeuateerhindern. Die Rechenzeit fur dieses
Beispiel betragt bei Verwendung der in Kap. 5.1ldnapnten Hardware insgesarbd
Minuten und33 Sekunden. Die Gesamtanzahl der Freiheitsgradealiélidas Modell gelost
wird, ist g,,,. = 454067.

5.2.7 Simulationsergebnisse

Abb. 5.4 stellt den Schalldruckpegel in dgr-Ebenex = 0m fur 50Hz dar. An der rechts

abgebildeten Farbskala kann der jeweilige dB-Wegetesen werden. Die Schalldruckpegel-
differenz zwischen innerer und aul3erer RandflaareRMML bewegt sich grof3teils in einem
Bereich um etwa 5B . In jenem Bereich der PML, in dem die kartesiscK@ordinaten
x,y und z zwischenlm und 1 5n betragen, wird am meisten Schall absorbiert. D |

daran, dass sich in diesem Bereich die komplexerdoatentransformation nach Gl. (2.39)
auf alle drei kartesischen Koordinaten auswirkt, da dort dieuSgfunktion fur ¢ =x,y,z
jeweils den Weriuc[c—ci] =1 annimmt und in der Folge der Imaginarteil in &.30) fur

x, y und z jeweils ungleich Null ist.

Die auf3eren Wande der PML sind zwar schallhart eftibgt, d.h. der Schall wird dort
vollkommen reflektiert. Nachdem eine Schallwelldgeh in die PML eintritt, erfahrt sie beim
Hinweg zu und beim Rickweg von der Wand eine soehbBmpfung, dass von einem
reflexionsarmen Abschluss der akustischen Doméasgrgehen werden kann.

Die Schallfelder der Ebene = 0m sehen bei anderen Frequenzen im Ber[s&ﬂHz; 70Hz]

dem Schallfeld aus Abb. 5.4 qualitativ sehr &hniick bringen daher keine wesentliche neue
Information, weswegen auf die graphische Darstglidieser verzichtet wird.

An Abb. 5.1 bzw. Abb. 5.2 ist zu erkennen, dask die kegelformigen Fi3e des Subwoofers
in xy-Ebenen mitz -Werten im Bereich(Om;0,Im) befinden. Der Einfluss der Kegel auf
das Schallfeld ist jedoch selbst in diesen Ebend$eit gering. Das liegt daran, dass die
Schallwellen je nach betrachteter Frequenz eindéMéhge von mindesterd 9m haben

(siehe Kap. 5.2.5), damit wesentlich langer alsAbenessungen der Kegel sind und daher um
diese Kegel herumgebeugt werden. Abb. 5.5 zeigBalspiel den Schalldruckpegel in der
xy-Ebene beiz=0,09n fur f__ =70Hz. Aus den genannten Griinden sind z.B. keine

Schallschatten zu erkennen.
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Abb. 5.4: Schalldruckpegel in der Ebene= Om fir f = 50Hz
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Abb. 5.5: Schalldruckpegel in der Eberze= 0,09n fur f = 70Hz
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5.3 Eigenmoden eines Raumes

5.3.1 Einstellungen im Model Wizard

Im ersten Schritt wird ein dreidimensionales, ksidehes Koordinatensystem ausgewahlt
(sieche Abb. 4.1a aus Kap. 4.1.1). Das Modell béstein aus einer einzigen akustischen
Domane (siehe Kap. 5.3.2 und Kap. 5.3.3) und bérthdolglich keine mechanische

Domane. Daher wird als physikalisches Interface ,fasssure Acoustics (acpr)* Interface
verwendet (siehe Abb. 4.1b). Als Analyse-Art ist (Begensatz zu Abb. 4.1c jedoch nicht
~Frequency Domain“, sondern ,Eigenfrequency” ausdhlen, da bei diesem Simulations-
beispiel die Eigenfrequenzen und die zugehdrigegeritnoden eines Raumes evaluiert
werden sollen.

5.3.2 Geometrie des Modells

Der betrachtete Raum ist ein quaderférmiges Wohmam das die Langé, =5,2m, die
Breite [, = 3,4m und die H6he, = 2,65n hat.

36
34
3.2

Easten

Easten

2.88

26 o
24

Elavier Couch

o8t - - - . .. . Tisch -

Fautewl
04

O O

0.05 0.3 055 08 1.08 1.7 2 24 27 3.2 3.6 4 4.4 4.8 52

Abb. 5.6: Grundriss des Raumes
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Abb. 5.6 zeigt den Grundriss des Raumes, wohingéd@n 5.7 das bereits vernetzte Modell
aus der Vogelperspektive darstellt. Aus Grinden Weersichtlichkeit werden in letzterer
Abbildung zwei Seitenwande und die Decke nicht aegg.

Der Einfachheit halber wird in diesem Simulatiorispel davon ausgegangen, dass sich der
Schall ausschlieZlich in der Luft und nicht in dEestkérpern (in den Mdbelstiicken)
ausbreitet. Da schallharte Wande angenommen weglehe Kap. 5.3.4), brauchen auch
keine mechanischen Verschiebungen in den Festkbgutsr an deren Oberflachen berechnet
zu werden, weil diese dort Giber@lit: sind.

5.3.3 Einstellungen zu den Domanen

Wie bereits erwahnt, besteht das Modell nur ausreginzigen Domane. Diese wird
automatisch dem akustischen Domanen-Typ zugewiésehe Kap. 4.4.2.3). Als Material
wird fur die Doméane bzw. fir das Modell Luft (Aigusgewahlt (siehe Kap. 4.4.1.1 und
Kap. 4.4.1.3). Die Default-Einstellungen fir dastétal Luft aus Abb. 4.12 in Kap. 4.4.1.2
werden beibehalten.

5.3.4 Physikalische Randbedingungen

Im Modell wird der Einfachheit halber von der Annad ausgegangen, dass alle Randflachen
(alle 4 seitlichen Wande, Boden und Decke und dier@@&chen aller Mobel) vollkommen
schallhart ausgefuhrt sind [siehe Kap. 4.5.4 und(%50) in Kap. 2.3.2.3]. Aufgrund dieser
Annahme kann kein Schall in die Mdbelstiicke eingigim wodurch das Schallfeld im Inneren
der Mobel auch nicht berechnet werden braucht. Warfolgt wiederum, dass die
Innenvolumina der Mdbel nicht vernetzt werden mis&#es ist auch der Grund, warum in
Kap. 5.3.5 das Luftvolumen und nicht das etwas g®esamtvolumen des Raumes fir die
Berechnungen herangezogen wird.

5.3.5 Vernetzung des Modells

Da in quaderférmigen Raumen hinreichender GroRalieutieffrequenten Moden als stérend
empfunden werden (vgl. [TA], Kap. 4.1), werden inestm Simulationsbeispiel nur
Eigenfrequenzen big = 1@ berlcksichtigt. Fur die Vernetzung des Modellseugelt

max

dies, dass die kleinste Wellenlange, die aufgeldsérden muss, 3,43n ist
(Apin =€/ frax =3,43m).

min

Es wird nun Uberpruft, wie viele Freiheitsgrademder DOF-Akustik-Regel bendtigt werden
(siehe Kap. 3.3.6): Fur Gl. (3.10) wird das Luftuolen des moblierten Raum®&s,, bendtigt.
Dieses kann direkt durch COMSOL Multiphysics ausgbknet werden (siehe Kap. 4.3.2) und
betragt V,, = 42 48n°. Die bendtigte Mindestanzahl an FreiheitsgradenModell wird

durch Einsetzen vor ;. undV,,, in Gl. (3.10) erhalten und liefert den Weyt,, ... =1818.

n
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Fur die Vernetzung des Modells wird zuerst die efirderte Netzauflosung ,normal®
ausgewahlt (siehe Kap. 4.7). Wie in Kap. 3.3.6 ehlei, wird ~2___ auf ein Flnftel von

A, d.h. auf0,686n gesetzt. Die anderen Parameter fur die automatisennetzung des

Modells aus Kap. 3.3.3( R . und R ) werden auf ihren Default-Werten belassen.

in ? rmeg ' Yeurv

Tabelle 5.2 listet die Werte aller Parameter figralitomatische Vernetzung des Modells auf.

autopr: ;?irsnce;:r\;[;r:j :zun g Werte fiir das Modell
P 0,686m
Prosin 0,0936n
Tmeg 15
curv 0,6
nr 0,5

Tabelle 5.2:Werte der Parameter fur die automatische Vernetdesgviodells

Bei der spateren LOosung des Modells (siehe Kap..6b.3werden insgesamt
Ener. = 8 = 34557 Freiheitsgrade berechnet. Da diese Zahl deutliclilRegy als

Saimin = 1818 ist, wird die DOF-Akustik-Regel also auf jedenlfahgehalten.

In Abb. 5.7 werden die vernetzten Randflachen desizZimmers gezeigt, wobei wegen der
besseren Ubersichtlichkeit auf die Darstellung rw&eitenwande und der Decke verzichtet
wird. In der Abbildung werden die Farben rot undrgfur die Vernetzung der verbliebenen
beiden Seitenwénde verwendet, wahrend der Boderelmhgefarbt ist und die Vernetzung der
Randflachen der Mébel in grauer Farbe dargestaht.wburch diese Farbcodierung kann
leichter erkannt werden, zu welcher Randflache hesNetz-Elemente gehdren.
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Abb. 5.7: vernetzte Randflachen des Wohnzimmers

5.3.6 L6sung des Modells

Durch Einsetzen in Gl. (2.30) wird zunachst fur dearen Raum die Eigenfrequenz der
Raummode mit dem Wertetripel, =0, n, =1, n, =0 analytisch berechnet. Als Ergebnis

erhalt manf (0,1 0) = 5(Hz .

Durch das Einbringen der Mobel in den Raum (siehbb.A5.6) werden dessen
Eigenfrequenzen erhoht. Die genauen Werte der Egpmrenzen werden nun wegen der
gestiegenen Komplexitat des Problems numerischcheet: Das Modell wird fur 10

Eigenfrequenzen, die sich um die analytisch berte!:ei‘nﬁrequenzf(o,], 0)= 50Hz herum

befinden, gel6st (siehe Kap. 4.8). Wie sich in K&8.7 herausstellen wird, liegen in diesem
Fall alle Eigenfrequenzen untgy, =100Hz .

Es werden 26 isoparametrische, gebogene Elementrdung durch Lagrange-Elemente
derselben Ordnung ersetzt, um invertierte Elementevermeiden (siehe Abb. 4.5 in
Kap. 4.1.4). Die Rechenzeit fir dieses Simulatiersiiel betragt bei Verwendung der in
Kap. 5.1.1 angefuhrten Hardware ca. 19 Sekundes Mxalell wird, wie bereits erwahnt, fur
& = 34557 Freiheitsgrade gelost.
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5.3.7 Simulationsergebnisse

Die 10 berechneten Eigenfrequenzen haben die Wa3kéz, 51Hz, 5FHz, 6%z, 6Hz,
73Hz, 81Hz, 83z, 8Hz und ¥Hz.

Statt bei50Hz erhalt man nun also eine Eigenfrequenz pei51Hz . Abb. 5.8 zeigt einen
Slice-Plot: In der Graphik ist der Schalldruckvefldiir f/ =51Hz auf vier parallelenyz -
Ebenen im Raum dargestellt, wobei jedem Druckwernt éestimmte Farbe zugeordnet ist
(siehe Farbskala in Abb. 5.8). Zu erkennen istsdash eine stehende Welle zwischen den
beiden gegenuberliegenden Wanden bei=0m und y=34m ausbildet. Die
Schalldruckunterschiede ip-Richtung sind, verglichen mit jenen i+ oder in z -Richtung,

am groldten. Dieses Ergebnis entspricht auch dativen Erwartung, da es sich bei der Mode
der analytisch berechneten Eigenfrequenz im leB@m (siehe Kap. 5.3.6) um eine axiale
Raummode handelte, bei welcher Schalldruckuntezdehiausschlief3lich iny-Richtung
auftraten.

4 2814

v —2.379

Abb. 5.8: Slice-Plot des Schalldrucks fifr = 51Hz

Aul3erdem ist in Abb. 5.8 zu erkennen, dass die kkmierschiede insgesamt in der ,linken
Raumbhalfte” (furx-Werte bis ca.2, 7m ) geringer als in der ,rechten Raumhalfte” (fidr
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Werte ab ca2, 7m ) sind. Dies ist vermutlich v.a. auf die Kastentmkzufuhren, die fur die
Ausbildung der stehenden Welle im Raum (im Fallelagrachteten Frequernz=51Hz) ein
Hindernis darstellen.

Die den anderen neun Eigenfrequenzen entsprechen@ggenmoden weisen
Schalldruckverteilungen auf, die z.T. wesentlicimipdizierter als jene in Abb. 5.8 sind. Bei
diesen Frequenzen wird eine numerische Losung d#dePs umso notwendiger, da eine
analytische Losung viel zu aufwandig bzw. ungenatew

In COMSOL Multiphysics sind neben Slice-Plots aatdere Darstellungsformen maoglich.
In Abb. 5.9 sind fir die Eigenfrequenf =83Hz so genannte Isosurfaces im Raum
dargestellt: Dabei handelt es sich um Flachen,ddidurch gekennzeichnet sind, dass sie
jeweils einen bestimmten, diskreten Schalldruckvaeifiveisen. In diesem Fall werden funf

diskrete Werte im Bereich vob—], 5Pa; 2 5Pa] gewahlt, wobei die Schrittweit&Pa ist.

AulRerdem wird in Abb. 5.9 der Schalldruck an dergBazungsflachen (surfaces) des
Modells geplottet. Welche Schalldruckwerte welcheéarben entsprechen, ist durch die
Farbskala in Abb. 5.9 ersichtlich, welche fur belRlets Gultigkeit hat. Zwei seitliche Wande
und die Decke werden ausgeblendet, damit die If=es nicht durch diese verdeckt werden.

Abb. 5.9: Isosurface- und Surface-Plot des Schalldrucks/feér83Hz
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5.4 Hohler Zylinder

5.4.1 Einstellungen im Model Wizard

Im Model Wizard werden bei diesem Simulationsbekmie Einstellungen so wie in
Abb. 4.2 aus Kap. 4.1.1 vorgenommen: Das Koordnstgem des Modells ist somit
dreidimensional und kartesisch. Als physikalisch@grface wird das ,Acoustic-Structure
Interaction (acsl)* Interface benutzt, weil das Mbdeben zwei akustischen Domanen und
einer PML auch eine mechanische Domane beinhalttd Kap. 5.4.3). Die auszuwahlende
Analyse-Art ist ,Frequency Domain“: Es wird bei s@m Simulationsbeispiel namlich auf die
mechanisch-akustische Wechselwirkung zwischen effestkorper und einem Gas (Luft) im
Frequenzbereich eingegangen.

5.4.2 Geometrie des Modells

Abb. 5.10 zeigt die Modellgeometrie, wobei einigangflachen der Ubersichtlichkeit halber
ausgeblendet werden. Auf dem Boden eines Halblde#femes steht ein geschlossener
Zylinder, der innen hohl ist.

Abb. 5.10: Modellgeometrie: Boden, Punktquelle, hohler Zylindewie innerer und &uRerer Rand der PML

In diesem Simulationsbeispiel werden alle Abmessanm Millimetern angegeben. Das
Modell Iasst sich in insgesamt vier Domanen unilerieDie dulRere Schicht des Modells wird
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in Kap. 5.4.3 als PML implementiert, deren PML-Beed,,,, = 15nm ist. Die Koordinaten
des inneren PML-Randes singl=y, = nim undz, = 30nm.

Der Zylinder selbst isBOmm hoch und besitzt einen auf3eren Radius vemns Die Dicke
der Wande (Seitenwand, Boden und Decke) bett&gtm . Am Ort %, =[1 2 19" mm
befindet sich ein Punkt, an dem in Kap. 5.4.3 éflomopolquelle implementiert wird.

5.4.3 Einstellungen zu den Doméanen

Die Einstellungen zu den Domé&nen werden, so wi€ap. 4.4 beschrieben, vorgenommen.
Die mechanische Doméne entspricht der festen Zstihtlille, die aus Aluminium gefertigt
ist. Der Einfachheit halber wird in der mechanistli@omanekeine (Rayleigh-)Dampfung
modelliert (vgl. ,Hollow Cylinder” in [CAML35]). Arders ausgedrickt wirdr —im

Gls. (2.15) bzw. im Gls. (2.16) alfNs/m” gesetzt, bzw. entsprechen die beiden Parameter
des Gleichungssystems (3.35) jeweils 0s™ und S8 =0s.

Das Medium bzw. Material aller anderen DomaneriLigt bei einer Temperatur vo20°C
und einem Luftdruck vonlatm =1 013116Pa. Die A4uRerste Doméane wird, wie bereits
erwahnt, als PML implementiert. Die beiden verbdgilen Domé&nen sind jeweils vom
akustischen Doméanen-Typ. In der inneren, akustisddemane D = ak2 befindet sich im

Punkt %, =[1 2 19" mm eine Monopolquelle, die nach Gl. (2.27) definiartd deren
Schallflussq = 0,01m* /s ist.

5.4.4 Physikalische Randbedingungen

Die Bodenflache des hohlen Zylinders wird, so wvikap. 4.5.1 beschrieben, fixiert, sodass
dort alle Verschiebungen der mechanischen Domanreilge den vorgegebenen Webin
haben (siehe Kap. 2.2.2.3).

An der Oberflache der festen Zylinder-Hulle (mit sh@ahme der im ersten Absatz
beschriebenen Bodenflache) wirkt der Schalldrusk_ast auf die mechanische Doméne. An
den Innen- und AulRenwanden des hohlen Zylindetsatgb fur die mechanische Domane
aul3er am Boden die Randbedingung aus Kap. 2.2.2.2.

Umgekehrt sind die Randbedingungen fir die ScHdéfein den beiden akustischen
Doménen jeweils auf die Normalverschiebungen an Qleerflache der Aluminium-Hille
zuruckzufiihren: Die Normalverschiebungen entspmectert namlich, multipliziert mit
o, wobei p die Dichte der Luft ist, jeweils den Normalableigen des Schalldrucks

(siehe Kap. 2.3.2.4).

Die gemeinsamen Randflachen jeweils einer akusisalnd der mechanischen Doméne
werden in COMSOL Multiphysics automatisch so, wie den beiden oberen Absatzen
beschrieben, implementiert (siehe Kap. 4.5.2).
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Durch die PML wird ein reflexionsarmer Abschlussr deu3eren akustischen Doméne
realisiert (vgl. Kap. 5.2). An der &ulReren Randf@&der akustischen Domade = akl bzw.

an der inneren Randflache der PML gilt die Randiguing aus Kap. 2.3.2.5 bzw. 4.5.3. Die
aul3ere Randflache der PML und auch der Boden dedelidosind jeweils schallhart
ausgefuhrt [siehe GI. (2.50) aus Kap. 2.3.2.3 uad.K.5.4].

5.4.5 Vernetzung des Modells

Die Frequenz, fur die das Modell in Kap. 5.4.6 geldvird, ist f =13 7kHz. Die

WellenlangeA , die in diesem Simulationsbeispiel aufgelost werdriss, betragt somit etwa
25mm (A =c/f). Die maximale eindimensionale Netz-Element-Grdf}e, wird in den

akustischen Domanen und in der PML auf ein Flnfbel A gesetzt, d.hk . = /m (siehe
Kap. 3.3.6 und Kap. 3.3.7). Bei allen anderen Viennegs-Parametern aus Kap. 3.343 (,
Toer B Und R ) werden fur die akustischen Domanen und fir dieLA&he Werte

meg ! curv
verwendet, die nach Auswahl der Netzauflosung ,radftnals Default-Werte bestimmt
werden (siehe Kap. 4.7).

Die mechanische Doméne verwendet eine feinere Nefibsung. Dort wirdh_,_ = 1 5wm

gewahlt, was der Dicke der Wande des Aluminiumidirs entspricht (siehe Kap. 3.3.5).
Die minimale eindimensionale Netz-Element-Gro3edwar der mechanischen Doméne auf
die Halfte von A d.h. auf A, = 0 7lem gesetzt. Fur die verbleibenden drei

Vernetzungs-Parameter werden die gleichen Werteirwaen akustischen Doméanen und in
der PML verwendet.

Tabelle 5.3 listet die Werte der Parameter fuirakbe Domanen auf.

Parameter fur die Werte fur die akustischen Werte fur die
automatische Vernetzungl Doméanen und fir die PML mechanische Domane
Prax Smm 1L5mm
h_. 1,62nm 0, 75mm
Ve 15 15
R, . 0,6 0,6
R 0,5 0,5

Tabelle 5.3:Werte der Parameter fir die automatische Vernetdesgviodells

Abb. 5.11 stellt die vernetzten Randflachen des élleddar, wobei aus Grinden der
Ubersichtlichkeit die gleichen Randflachen wie ibbA5.10 ausgeblendet werden und weiters
die verbleibenden Randflachen z.T. unterschiediiolgefarbt werden.
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e = ;
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Abb. 5.11:vernetzte Randflachen des Modells

5.4.6 L6sung des Modells

Bei der Losung des Modells ist, so wie in Kap. Be&schrieben, vorzugehen, wobei die
einzige Frequenz, die betrachtet wigl=13 7kHz ist. Im Settings-Fenster von ,Study 1:

Frequency Domain“ ist also im Abschnitt ,Study 8wt unter ,Frequencies” (siehe
Abb. 4.41) der Wert ,13700" einzugeben.

Es brauchen keine isoparametrischen, gebogeneneBterdurch Lagrange-Elemente ersetzt
werden, da bei der Losung des Modells keine NetzrEhte invertiert werden. Die
Rechenzeit betragt, wenn die in Kap. 5.1.1 genaHarelware benutzt wird, ca. eine Minute
und 9 Sekunden. Die Gesamtanzahl der Freiheitsgradediéidas Modell gel6st wird, ist
En., = 64384,

5.4.7 Simulationsergebnisse

In Abb. 5.12 wird einerseits das Verschiebungsti#d Zylinderhille dargestellt, wobei die
Graustufenskala der Abbildung den Betrag des Vebdngsvektorsu :[g v L_U]T

angibt. Andererseits zeigt die Abbildung den Sadhaltkpegel in derz -Ebeney =0m , die

jeweiligen dB -Werte sind aus der Farbskala der Abbildung abeule®/ie zu erkennen ist,
ist das Schallfeld innerhalb des Zylinders am stk ausgepragt. Das ist deshalb plausibel,
da sich auch die Monopolquelle im Innenraum desndgrs befindet und der Schall sich
aufgrund der Aluminium-Hulle nicht ungehindert naali3en hin ausbreiten kann. Er drickt
aber auf die Innenseite dieser Hille, wodurch éet&ztzu schwingen beginnt und ihrerseits
Schall sowohl nach innen als auch nach auf3en alistra
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Durch das elastische Material (Aluminium), aus deme Zylinderhllle besteht, kann
Uberhaupt erst ein Schallfeld aul3erhalb des Zyism@atstehen. Waren z.B. stattdessen die
Innenwénde der Zylinder-Hdlle vollkommen schallhad wirde der Schalldruck auRerhalb
des Zylinders uberall Null sein.

Der Schall wird an der Aul3engrenze der PML zwdekéikrt. Durch die starke Dampfung in
der PML ist der Einfluss des (in die akustische @omD = akl zuriickgekehrten) Schalls
aber so gering, dass sein Einfluss auf die Aul3edav@ier Aluminium-Hulle des Zylinders
vernachlassigt werden kann.

Aa1125x107° 41932
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Abb. 5.12: Schalldruckpegel in der Ebene= 0m fur f =13 7kHz (siehe rechte Farbskala) und
Betrag des Verschiebungsvektors der ZyIinder-H't'lII[amm] (siehe linke Farbskala)
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5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden drei akustische Simulaimispiele behandelt, die mit
~Subwoofer®, ,Eigenmoden eines Raumes” und ,HoMhstinder* bezeichnet wurden. Fur
jedes Simulationsbeispiel wurden jeweils die in Kd® genannten Modellierungs- und
Simulationsschritte abgearbeitet. Der 5. Schridy der Wahl der Ordnung in COMSOL
Multiphysics entsprach, konnte dabei aber immegealassen werden, da die in der Software
voreingestellte Element-Ordnung=2 auch der Ordnung entsprach, die in den jeweiligen
Modellen der Simulationsbeispiele verwendet wurde.

Bei den beiden Simulationsbeispielen ,Subwoofertl ygigenmoden eines Raumes* wurde
jeweils nur der Schalldruck in Luft betrachtet. mejHohlen Zylinder* wurde auch die
Wechselwirkung des Schallfeldes mit einem FestkOgrelysiert, weswegen neben dem
Schalldruck in der Luft auch die mechanischen Maedmingen im Festkorper von der
Software berechnet wurden. Beim Festkorper handsdtesich um eine aus Aluminium
gefertigte Zylinderhllle. Da sich in der akustisthBoméne D = ak2, die dem mit Luft
geflllten Innenraum des Zylinders entsprach, eirshalguelle befand und weil die
Aluminium-Hdalle nicht den gesamten Schall nach aul3dringen liel3, war der
Schalldruckpegel im Innenraum des Zylinders am g

Die Simulationsergebnisse der Simulationsbeispj&@abwoofer und ,Hohler Zylinder”
illustrierten, dass mit Hilfe einer PML tatsachlieim reflexionsarmer Abschluss der (auf3eren)
akustischen Doméane erreicht werden kann, was wiedeauf die starke Dampfung der
Schallwellen in der PML zurtckzufihren ist. BeimufSvoofer® wurde aul3erdem gezeigt,
dass durch die Randbedingung einer vorgegebeneereimnNormalbeschleunigung die
Simulation einer Schallquelle (in diesem Fall eisglniwingenden Membran) erméglicht wird.

Das Simulationsbeispiel ,Eigenmoden eines Raumestde einer Eigenfrequenz-Analyse
unterzogen. Dabei wurde zuerst eine EigenfrequeszZie@eren Raumes analytisch berechnet.
Anschliel3end wurden Eigenfrequenzen des mobliRa@ames, die sich um die analytisch
bestimmte Frequenz herum bewegten, von der Soffwake der zugehoérigen Eigenmoden,
numerisch berechnet. Es zeigte sich, dass nachribgein der Mobel die numerisch
berechnete Eigenfrequenz gegentber der analytisstchneten zwar leicht erhéht wurde,
dass die Schalldruckunterschiede der zugehérigganEiode aber in jener axialen Richtung,
die die urspringlich analytisch berechnete Eigepieaz bestimmte, nach wie vor am gréf3ten
waren.
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6 Fazit und Ausblick

6.1 Fazit

In dieser Arbeit wurde aufgezeigt, wie SimulatiomenAnwendungsbereich der Technischen
Akustik mit Hilfe des Hauptprogramms und des alagsten Moduls der FEM-basierten
Software COMSOL Multiphysics realisiert werden kénn

Ursprunglich war geplant, in der Arbeit auf die 8lation der Schallabstrahlung und der
Innenraummoden einer (realen) Maschine einzugehssh die Grundlagen der Finite-
Elemente-Methode nicht oder nur kurz zu behandeinLaufe der Zeit zeigte sich jedoch,
dass ein tiefgehendes Verstandnis der FEM-The@i& draussetzung ist, um Parameter, die
mit der Finite-Elemente-Methode in direktem Zusamhag stehen (z.B. die Vernetzungs-
Parameter), in COMSOL Multiphysics auf sinnvolle Néeeinstellen zu kénnen. Weiters
konnte erst Uber die schwachen Forfileder Differentialgleichungssysteme bzw. der
Differentialgleichungen der einzelnen Domanen aasgtbh erklart werden, wie die
Differentialgleichungen mit den jeweiligen Randbeglingen in Verbindung stehen.

Im Folgenden wird auf die wichtigsten Erkenntnisieser Arbeit eingegangen, wobei im
Zuge dessen die Kapitel 2 bis 5 nochmals kurz zosamgefasst werden.

Im Kapitel 2 wurden die physikalischen Grundlagesdr Arbeit diskutiert. Die Differential-
gleichungssysteme bzw. Differentialgleichungen, dig die verschiedenen Domanen
hergeleitet wurden, bestimmen gemeinsam mit despesthenden Randbedingungen jeweils
den kontinuierlichen Verlauf der jeweiligen phydigahen Variablen in den Doméanen. Mit
Hilfe einer PML (Perfectly Matched Layer), die airstark absorbierenden, virtuellen Domane
entspricht, kann an der aul3eren Randflache dereapngnden akustischen Domane ein
reflexionsarmer Abschluss erreicht werden. Die usrgunabhangige Dampfung der
Schallwellen innerhalb der PML wird Uber eine koexad Koordinatentransformation, die auf
die kartesischen Koordinaten in der PML angewendietl, realisiert. Ein wesentlicher
Vorteil der Implementation einer PML gegenuber Eiedellierung der virtuellen Doméane als
Absorber ist, dass bei der ersteren Methode (ime@&agz zur letzteren) ein reflexionsarmer
Abschluss der akustischen Doméane auch bei sebntleequenzen maoglich ist.

%4 Die Bildung der schwachen Formen ist wiederumedste Schritt bei der Lésung des Modells mit deMEE
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Wenn die Simulation eines Modells mit Hilfe einagitthlen Computers durchgefiihrt werden
soll, muss dieses Modell diskretisiert werden. Stilse Diskretisierung Uber die Finite-
Elemente-Methode erfolgen, ist so vorzugehen, wieneKapitel 3 im Detail beschrieben
wurde bzw. wie es in den folgenden vier Absatzenz kusammengefasst wird.

Zuerst ist die (Element-)Ordnung auszuwahlen. Bei der darauf folgenden automatische
Vernetzung des Modells werden alle Domanen indiitemente bzw. Netz-Elemente, die
diese Ordnung aufweisen, unterteilt. Nach der Vernetzung haesgefihite Element jeweils
eine diskrete Anzahl an ortlichen Abtastpunkten biwmoten. Die Zahl der Knoten wird
sowohl durch die Element-Familie, d.h. durch deenignt-Typ, durch die Dimensia# und
durch die Anzahl der Eckpunkte als auch durch di#nOGngo des jeweiligen Netz-Elements
beeinflusst. Sowohl die Wahl der Ordnuieg als auch die Feinheit der Vernetzung sind
jeweils ein Kompromiss zwischen einer moglichstkesia Approximation des physikalischen
Systems und einem moéglichst geringen Zeit- und Wardaufwand bei der spateren Losung
des Modells. In dieser Arbeit wurden ausschlief3lielgrange- und gebogene Elemente, die
jeweils die Ordnungo =2 und die Dimensiond =1, d =2 oder d =3 hatten undd +1
Ecken aufwiesen, fur die Vernetzung herangezogen.

Die Losung des Modells geschieht in mehreren SehritZuerst werden die schwachen
Formen der Differentialgleichungssysteme bzw. ddfeintialgleichungen aller Doménen

gebildet. Im Rahmen dieser Arbeit beinhalteten daise Differentialgleichungen zweite

Ableitungen der physikalischen Variablen nach demy W&hrend die zugehdrigen schwachen
Formen nur erste Ableitungen nach dem Ort hattés Biddung der schwachen Formen hatte
also zum einen den Vorteil, dass bei der numeriscBerechnung der physikalischen
Variablen in den einzelnen Doméanen jeweils Gyr anstattC, -Kontinuitat erforderlich war.

AulRerdem konnten alle auf den Rand- und inneremzZHéehen der Doméanen gultigen
Randbedingungen direkt in die schwachen Formeresetgt werden.

Der nachste Schritt bei der Losung des Modellsebeesh der Diskretisierung der schwachen
Formen aller Differentialgleichungen Uber die GhileiMethode. Es werden dann
Gleichungssysteme erhalten, deren unbekannte Pmrandée Freiheitsgrade, d.h. die
physikalischen Variablen in den Knoten des Modaiisgd. Danach werden die Volumina und
Randflachen der Domanen jeweils in Volumina und dfdchen dreidimensionaler Netz-
Elemente zerlegt und diese anschlieBend in diggltannten Gleichungssysteme eingesetzt,
wodurch man die FEM-Gleichungssysteme aller Doméaeidlt. Die zusammengeflgten
Matrizen der FEM-Gleichungssysteme kénnen lberSdismmation der jeweiligen Element-
Matrizen berechnet werden. Letztere kdnnen jedoelbss wiederum erst nach der
Durchfihrung von Koordinatentransformationen nusdri berechnet werden. Bei einer
Frequenzbereichs-Analyse werden anschlieend idbrequenzen vorgegeben, wohin-
gegen bei einer Eigenfrequenz-Analyse eine endliameahl an Eigenfrequenzen berechnet
wird. Der letzte Schritt bei der Lésung des Modddssteht darin, pro Frequenz bzw.
Eigenfrequenz alle FEM-Gleichungssysteme zu |6ddn,alle Freiheitsgrade des Modells zu
berechnen.

Beim Postprocessing werden die physikalischen Y an endlich vielen Punkten im
Modell bestimmt und anschlie3end die Realteile ptersikalischen Variablen oder von den
physikalischen Variablen abhangige GroRen auf deitdsé&hirm des Computers (z.B.
graphisch) dargestellt.

Institut fiir Signalverarbeitung und Sprachkommutid@ 149



Fazit und Ausblick Simulationen im Bereich der Technischen Akustik

In Kapitel 4 wurde darauf eingegangen, welche Magteihgsschritte und Einstellungen in
COMSOL Multiphysics bei der Simulation eines aksfien bzw. mechanisch-akustischen
Systems erforderlich sind: Zu Beginn werden im Mdfkzard das Koordinatensystem, das
physikalische Interface und die Analyse-Art ausddtwaDann erfolgt die geometrische
Modellierung. AnschlieRend werden alle Einstellunger den Domanen vorgenommen, die
zusammen mit den Einstellungen im Model Wizard Rdbkisse auf die Differential-
gleichungen der Domanen zulassen. Danach sind dreddedingungen festzulegen. Das
Einstellen der Element-Ordnung muss nur dann dafalgien, wenn statt der Default-
Ordnungo =2 ein anderer Wert gewiunscht wird (was im Rahmesediérbeit aber nie der
Fall war). Im né&chsten Schritt werden die Paraméier die automatische Vernetzung
eingestellt und das Modell wird daraufhin vernetgei einer Frequenzbereichs-Analyse
missen weiters die Frequenzen, fur die das Moe#&lisgwerden soll, eingestellt werden. Bei
einer Eigenfrequenz-Analyse muss hingegere Frequenz angegeben werden, um die herum
COMSOL Multiphysics eine gewisse (ebenfalls eingllishde) Anzahl an Eigenfrequenzen
berechnen soll. Daraufhin konnen alle Freiheitsgrdes Modells bzw. die Eigenfrequenzen
und die zugehorigen Eigenmoden in allen KnotenMedells von COMSOL Multiphysics
automatisch berechnet werden. Zum Schluss werdenSonulationsergebnisse graphisch
dargestellt.

Kapitel 5 stellte drei akustische Simulationsbesfpi vor. Das komplexeste bzw.
zeitaufwandigste Simulationsbeispiel war der ,Subfed’, bei dem die Membran sehr fein
vernetzt und Uber die Randbedingung einer vorgegabenneren Normalbeschleunigung
simuliert wurde. Anhand dieses Simulationsbeispigtgl auch anhand des Simulations-
beispiels ,Hohler Zylinder* wurde illustriert, dasgber die Modellierung einer PML
tatsachlich ein reflexionsarmer Abschluss der (&afdeakustischen Domane simuliert werden
kann. Bei letztgenanntem Simulationsbeispiel wuadferdem die Wechselwirkung des
Schallfeldes mit einem Festkorper (einem hohlennmfhium-Zylinder) analysiert, daher
wurden neben dem Schalldruck in Luft auch die meigthen Verschiebungen im Festkorper
von der Software berechnet. Das einzige Simulatieispiel, das Uber eine Eigenfrequenz-
Analyse untersucht wurde, war ,Eigenmoden einesnitatl. Wie zu erwarten war, war zwar
im Vergleich zur analytisch berechneten Eigenfregqudes leeren Raumes die entsprechende,
numerisch berechnete Eigenfrequenz des moblierseamies etwas hoher; die Schalldruck-
unterschiede der zugehdrigen Eigenmode waren abgenier axialen Richtung, die die
ursprunglich analytisch berechnete Eigenfrequestrhente, nach wie vor am grof3ten.

6.2 Ausblick

Sehr interessant ware es, die in dieser Arbeit eaafteten theoretischen und praktischen
Grundlagen fur FEM-Simulationen im Anwendungsbéreler Technischen Akustik auf eine
Maschine bzw. auf ein technisches Gerat anzuwended deren bzw. dessen

Schallabstrahlung und Innenraummoden zu simuliesenwie dies ursprunglich fur diese
Arbeit geplant war (siehe Kap. 6.1). Die Validitder Simulationsergebnisse koénnte
anschlielend Uberprift werden, indem Schalldruotipegnd Schallleistungs-Messungen
nach EN ISO 3744 (siehe [AMT1], Kap. 5.2.3) in emeaeflexionsarmen Halbraum

durchgefihrt und die Simulations- und Messergelemsigeinander verglichen wirden.
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Anhang A: MATLAB-Code

A.1 MATLAB-Code flur Abbildungen in Kap. 2.3.1.3

A.1.1 Function ,p_akl_PML.m*

function [p_akl V,p_PML_V]=p_akl PML(f,delta_PML,x_i,sw,p _dach)

% [p_akl_V,p_PML_V] = p_akl_PML(f,delta_PML,x_i,sw, p_dach)

%

% berechne den Schalldruck einer ebenen Welle in de r akustischen Doméne
% D=ak1l und den Schalldruck einer ebenen PML-Welle in der PML (D=PML)
% V am Ende eines Variablennamens steht im Folgende n fur Vektor

%

% Eingabe-Parameter:

% f: Frequenz in [Hz] (Default-Wert: 100 0)

% delta_PML: PML-Breite in [m] (Default-Wert: 2)

% x_i: Koordinate des inneren PML-Randes i n [m] (Default-Wert: 2)
% sw: Schrittweite in [m] (Default-Wert: 0.001)

% p_dach: Amplitude der ebenen Welle in [Pa] (Default-Wert: 1)

% bei Fehler sind die Ausgabewerte -1
p_akl=-1;
p_PML=-1;

if ~exist( ' )
f=1000;
end

if ~exist( ‘'delta PML' )

delta PML=2;
end

if ~exist( 'x_i' )
X_i=2;

end

if ~exist( ‘'sw' )
sw=0.001;
end

if ~exist( 'p_dach' )
p_dach=1;
end
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% Schallgeschwindigkeit c in [m/s]
Cc =343;

% Wellenzahl k
k = 2*pi*fic;

% Druck in akustischer Domane D=ak1l
x_akl_ V=(0:sw:x_i-sw)’;
p_akl_V = p_dach .* exp(- j.*k.*x_ak1_V);

% Druck in PML (D=PML)

X_PML_V=(x_i:sw:x_i+delta_PML)";

Anzahl_Punkte PML = length(x_PML_V);

X_i_PML_V = ones(Anzahl_Punkte PML,1)*x_i;

% komplexe Koordinaten in der PML als Vektor

X_¢ PML_V=x PML_V-j*x_PML_V -x_i PML_V)/delta _PML*2*pi/k;
p_PML_V = p_dach .* exp(-j*k*x_c_PML_V);

end

A.1.2 Function ,abb_p real akl PML.m*

function abb_p_real_akl PML(p_akl V,p_PML_V, f.delta PML,x_i ,Sw,p_dach)
% abb_p_real_akl PML(p_akl V,p PML_V, fdelta PML,x_ i,sw,p_dach)
%
% Funktion stellt den Realteil des Schalldrucks ein er ebenen Welle in der
% akustischen Doméne D=ak1 und einer ebenen PML-Wel le in der PML (D=PML)
% dar
%
% Eingabeparameter sind die Ausgabeparameter der fu nction "p_akl PML.m"
% und
% f: Frequenz in [Hz] (Default-Wert:1000 )
% delta_PML: PML-Breite in [m] (Default-Wert: 2)
% X_i: Koordinate des inneren PML-Randes i n [m] (Default-Wert: 2)
% sw: Schrittweite in [m] (Default-Wert: 0.001)
% p_dach: Amplitude der ebenen Welle in [Pa] (Default-Wert: 1)
if ~exist( ' )

f=1000;
end

if ~exist( ‘'delta_PML'" )

delta_ PML=2;
end

if ~exist( 'x_i' )
X_i=2;

end

if ~exist( 'sw' )
sw=0.001,
end

if ~exist( 'p_dach' )
p_dach=1;
end

figure;
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hold on;
for y=-p_dach:0.001:p_dach
% hellblauer Hintergrund im Bereich [0 x_i]
plot([0 x_i], [y vl ‘color'  ,[117/255, 197/255, 240/255));
end
for y=-p_dach:0.001:p_dach
% gelber Hintergrund im Bereich [x_i x_i+delta_PML2 ]
plot([x_i x_i+delta PML], [y V], ‘color'  ,[1, 249/255, 116/255]);
end

% reelle Achse

plot([0 x_i+delta_PML], [0 O], ko)
% x_V enthalt alle Abtastpunkte in x-Richtung
x_V = 0:sw:x_i+delta_PML;

% folgender Vektor enthalt alle reellen Druckwerte fur x-Bereich [0
X_i+delta_PML2]

p_real_akl_und_PML_V = [real(p_akl V) real(p_PML_V );

plot(x_ Vp real_akl_und_PML_V, );

xlabel( x m]™ )

ylabel(  'p(x) [Pa] );

axis([0 x_i+delta_PML -p_dach p_dach]);

set(gca, 'YTick’ ,[-p_dach:p_dach/4:p_dach]);

end

A.1.3 Function ,SPL_phase.m"

function  [SPL_V,phase_V] = SPL_phase(p_V)

% [SPL_V,phase_V] = SPL_phase(p_V)

%

% berechne aus einem komplexen Druckvektor die Scha lldruckpegel und die
% Phasenverschiebungen

%

% Eingabe-Parameter:

% p_V: komplexer Druckvektor in [Pa]

% Referenzdruck zur Berechnung von Schalldruckpegel nin Luft (Angabe in
[Pal)

p_ref = 2*107(-5);

% Berechnung eines Vektors, in dem die Schalldruckp egel aller Komponenten
% des Vektors p_V stehen

SPL_V = 20*log10(abs(p_V)./sqrt(2)./p_ref); % (*)

% (*) Division durch sqrt(2), da fur SPL Effektivwe rt und nicht Amplitude

% des Schalldrucks bendtigt wird

% Berechnung eines Vektors, in dem die Phasenlagen aller Komponenten des
% Vektors p_V stehen
phase_V = angle(p_V);

end
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A.1.4 Script ,Abbildungen_zur_PML_Herleitung.m"

% Abbildungen fur Kapitel 2.3.1.3

clear all ;close all ; clc;

% Parameter
fl = 343;

f2 = 1000;

f3 = 2615;

delta PML = 2;
X 1=2;

sw = 0.001;
p_dach =1,

% Abb. 2.2 - Berechnungen

[p_akl V _fl,p_ PML_V f1] =p_akl PML(fl,delta_PML,x_ i,sw,p_dach);
[p_akl V_f2,p_PML_V 2] =p_akl PML(f2,delta_PML,x_ i,sw,p_dach);
[p_akl V _f3,p_PML_V f3]=p_akl PML(f3,delta_PML,x_ i,sw,p_dach);

% Abb. 2.2 - Erstellen der Plots

abb p real akl PML(p_akl V fl,p PML_V f1,fl,delta P ML,x_i,sw,p_dach)
abb _p real akl PML(p_akl V f2,p PML_V 2,2 delta P ML,x_i,sw,p_dach)
abb _p real akl PML(p_akl V f3,p_PML_V f3,f3,delta P ML,x_i,sw,p_dach)

% Abb. 2.3 - Berechnungen

[SPL_PML_V fl,phase_ PML_V fi1] = SPL_phase(p_PML_V _f 1);
[SPL_PML_V_f2,phase_PML_V f2] = SPL_phase(p_PML_V _f 2);
[SPL_PML_V _f3,phase_PML_V f3] = SPL_phase(p_PML_V _f 3);

% Abb. 2.3 - Erstellen der Plots

figure;

subplot(2,1,1);

plot(x_i:sw:x_i+delta_ PML,SPL_PML_V_f1,
hold on;

plot(x_i:sw:x_i+delta_ PML,SPL_PML_V_f2,
plot(x_i:sw:x_i+delta_ PML,SPL_PML_V_f3,
xlabel(  'x[m]" );

ylabel( 'L _p [dB]' );

min_y = 20; max_y = 100;

set(gca, 'YTick' ,[min_y:20:max_y]);
axis([x_i x_i+delta_ PML min_y max_V]);
grid on;

legend(sprintf( 'f=%qgHz' ,fl1),sprintf( 'f=%qgHz' ,f2),sprintf( 'f=%gHz" ,f3));

o

o <

subplot(2,1,2);

plot(x_i:sw:x_i+delta_ PML,phase_PML_V_f1, ‘b’
hold on;
plot(x_i:sw:x_i+delta_PML,phase_PML_V_f2, T
plot(x_i:sw:x_i+delta_ PML,phase_PML_V_f3, Lo}
xlabel(  'x[m]" );

ylabel(  "\phi_p [rad]' );

axis([x_i x_i+delta_PML -pi pi]);

set(gca, 'YTick' [-pi-pi/2 0 pi/2 pi])

set(gca, 'YTickLabel ,{ 3.1 ,-157" ,'0" ,'1.57 ,'3.14" 1}
plot([x_i x_i+delta_PML],[0 0], ko),

% Abb. 2.4 - Berechnungen
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delta PML1 =1;
%delta_ PML2 = delta_PML;
delta PML3 = 2.6;

[p_akl V_delta PML1,p_PML_V delta PML1] =

p_akl PML(f1,delta_ PML1,x_i,sw,p_dach);

%[p_akl_V_f2,p_PML_V_f2] = p_akl_PML(f2,delta_PML,x _i,sw,p_dach);
[p_akl V_delta PML3,p_PML_V_ delta PML3] =

p_akl PML(f3,delta_ PML3,x_i,sw,p_dach);

[SPL_PML_V_delta_PML1,phase_PML_V_delta_ PML1] =
SPL_phase(p_PML_V_delta_ PML1);

%[SPL_PML_V_f2,phase PML_V_f2] = SPL_phase(p_PML_V_ 2);
[SPL_PML_V_delta_PML3,phase_PML_V_delta_ PML3] =
SPL_phase(p_PML_V_delta_PML3);

[p_akl V_delta PML1,p_PML_V delta PML1] =

p_akl PML(fl1,delta_ PML1,x_i,sw,p_dach);

%[p_akl_V_f2,p_PML_V_f2] = p_akl_PML(f2,delta_PML,x _i,sw,p_dach);
[p_akl V_delta PML3,p_PML_V_delta PML3] =

p_akl PML(f3,delta_ PML3,x_i,sw,p_dach);

[SPL_PML_V_delta_PML1,phase_PML_V_delta_ PML1] =
SPL_phase(p_PML_V_delta_PML1);

%[SPL_PML_V_f2,phase PML_V_f2] = SPL_phase(p_PML_V_ 2);
[SPL_PML_V_delta_PML3,phase_PML_V_delta_ PML3] =
SPL_phase(p_PML_V_delta_ PML3);

% Abb. 2.4 - Erstellen der Plots

figure;

plot(x_i:sw:x_i+delta PML1,SPL_PML_V _delta PML1, b )
hold on;

plot(x_i:sw:x_i+delta PML,SPL_PML_V_f2, ™)
plot(x_i:sw:x_i+delta PML3,SPL_PML_V _delta PML3, ‘g )
xlabel(  'x[m]" );

ylabel( 'L _p [dB]' );

set(gca, 'XTick' ,[x_i:0.2:x_i+delta_PML3]);

min_y = 20; max_y = 100;

set(gca, 'YTick' ,[min_y:20:max_y]);

axis([x_i x_i+delta_PML3 min_y max_V]);

grid on;

legend( "\delta P_M_L=1m' ,"\delta P_M_L=2m' ,‘\delta P_M_L=2,6m' );
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A.2 MATLAB-Code fur Abbildungen in Kap. 3.2.4

A.2.1 Function ,mapping_d1l o02.m"

function  [xi_V,N1_V,N2 V,N3 Vx Vy V,z V]=
mapping_d1l o2(sw,x1_V,x2_V,x3_V)
% [xi_V,N1_V,N2_V,N3_V,x_V,y_V,z V] =mapping_dl o2

%

% V kennzeichnet im Folgenden jeweils einen Vektor

% Die Funktion berechnet die Basisfunktionen N1_V,

% eindimensionalen Lagrange-Elements 2. Ordnung jew
% xi_V=(0:sw:1)" (xi bezeichnet die lokale Koordina

% In Abhéangigkeit von diesen Basisfunktionen und in

% Knotenpunkte der globalen Koordinaten (x1_V=[x1;y
% und x3_V=[x3;y3;z3]) werden anschliel3end die den
% Positionen xi_V=0:sw:1 entsprechenden globalen Ko

% x_Vundy Vundz_V berechnet.
%
% Eingabe-Parameter:

% sw: Schrittweite

% x1_V globale Koordinaten x,y,z des Knote
% x2_V globale Koordinaten x,y,z des Knote
% x3_V globale Koordinaten x,y,z des Knote
Xi_V = (0:sw:1);

Anzahl_Punkte=length(xi_V);

N1 _V=ones(Anzahl Punkte,1)-3.*xi_V+2.*xi_V."2;

N2_V=2*xi_V."2-xi_V;
N3_V=4*xi_V-4*xi_V."2;

x1 =x1_V(1); y1l =x1_V(2); z1 =x1_V(3);
X2 =x2_V(1); y2 = x2_V(2); z2 = x2_V(3);
x3 =x3_V(1); y3 =x3_V(2); z3 =x3_V(3);

X
-

end

_V =N1_V*x1 + N2_V*x2 + N3_V*x3;
y_V =N1_V*yl + N2_V*y2 + N3_V*y3;
_V =NI1_V*z1 + N2_V*z2 + N3_V*z3;

(sw,x1_V,x2_V,x3_V)

N2_V und N3_V eines
eils an den Positionen
te).

Abhangigkeit der
1;z1], x2_V=[x2;y2;z2]
lokalen Koordinaten-
ordinaten-Positionen

npunktes 1 in [mm]
npunktes 2 in [mm]
npunktes 3 in [mm]
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A.2.2 Script ,Abbildungen_Bsp_fuer_Mapping.m*

% Abbildungen zum Beispiel fir Mapping in Kap. 3.2. 4,
% d.h. Abb. 3.7 und 3.8
clc; clear all ; close all ;
sw =0.001;
x1_V =11, 3; 0];
x2_V =[9; 1; 0];
x3_V =[6; 5; 0];
[xi_V,N1 V,N2 V,N3 V,x V,y V,z V] =mapping_dl o2(s w,x1 V,x2_V,x3_V);
figure(1);
plot(xi_V,N1_V, b );
hold on;

plot(xi_V,N2_V, ™)

plot(xi_V,N3_V, ‘9" )
plot(xi_V,zeros(length(xi_V)), k)
set(gca, 'XTick' ,[0:0.125:1));

set(gca, 'YTick' ,[-0.125:0.125:1));

grid on;

legend( 'N_1(\xi)' , 'N_2(\xi)' , 'N_3(\xi)' )
xlabel(  "xi* );

ylabel(  'N_a(\xi)' );

figure(2);

plot(x_V,y V, k)

axis([0 10 0 6]);

hold on;

% bei sw=0.001 ist xi_V(251)=0.25

% globale Koordinaten (x und y) des Punktes P, wenn xi=0.25 ist
P_x=x_V(251)

P_y=y V(251)

plot(P_x,P_y, 'g" ),

set(gca, 'XTick' ,[169]);

set(gca, 'YTick' ,[135]);

% weitere Bearbeitung dieses Plots in CoreIDRAW Gra phics Suite X3
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Anhang B: Dateienverzeichnis

B.1 Schriftliche Diplomarbeit (*.doc, *.pdf)

Datei-Name

Beschreibung

Diplomarbeit_ HP.doc

Word-Dokument, das die gesasukeiftliche Arbeit enthalt

Diplomarbeit_HP.pdf

pdf-Dokument, das die gesaroteifliche Arbeit enthalt

B.2 Prasentation der Diplomarbeit (*.ppt)

Datei-Name

Beschreibung

Diplomarbeit_HP.ppt

Powerpoint-Prasentation del@marbeit (Redezeit ca. 15min)

Powerpoint-Prasentation, die Abbildungen aus Kaj3.123

PML.ppt enthalt (erstellt fir die Podiumsdiskussion zur |Baparbeits-
Prasentation im Rahmen des Diplomanden-Seminars)
Powerpoint-Prasentation, die Abbildungen aus Kagnthalt

FEM.ppt (erstellt fur die Podiumsdiskussion zur Diplomatbe|

Prasentation im Rahmen des Diplomanden-Seminars)

Simulationsbeispiele.ppt

Powerpoint-Prasentation, die Abbildungen aus Kapso®ie
zusatzliche Graphiken, die in die schriftliche Diplarbeit
selbst nicht aufgenommen wurden, enthalt (ersféiit die
Podiumsdiskussion zur Diplomarbeits-PrasentatiorRaehmen
des Diplomanden-Seminars)
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B.3 MATLAB-Dateien (*.m)

Datei-Name Beschreibung
Function, die fur die Erstellung von Abb. 2
p_akl PML.m Abb. 2.3 und Abb. 2.4 bendtigt wird,

MATLAB-Code siehe Kap. A.1.1 im Anhang A

abb_p_real_akl PML.m

bendtigt wird,
MATLAB-Code siehe Kap. A.1.2 im Anhang A

SPL_phase.m

Abb. 2.4 bendtigt wird,
MATLAB-Code siehe Kap. A.1.3 im Anhang A

Abbildungen_zur_PML_Herleitung.r

bei der Erstellung von Abb. 2.2 in Paint verwen
werden und zwei weitere direkt Abb. 2.3
NADbD. 2.4 entsprechen,

Script greift dabei auf die drei in dieser Tabe
bereits genannten Functions zurlck,
MATLAB-Code siehe Kap. A.1.4 im Anhang A

Function, die fur die Erstellung von Abb. 2.

Script erstellt MATLAB-Figures, von denen dJei

2,

Function, die fur die Erstellung von Abb. 2.3 und

det
nd

lle

mapping_dl _o2.m

Abb. 3.8 bendtigt wird,
MATLAB-Code siehe Kap. A.2.1 im Anhang A

Function, die fur die Erstellung von Abb. 3.7 und

Abbildungen_Bsp_fuer_Mapping.m

Script erstellt zwei Figures und greift im Zu
dessen auf die Function ,mapping_dl o2
zurtck,

eine Figure wird fur Abb. 3.7 bendtigt und in eir
CorelDRAW-Datei weiter bearbeitet (sie
.FEM_gebogene_ Elemente.cdr” in Kap. B.4),
das andere Figure entspricht Abb. 3.8,
MATLAB-Code siehe Kap. A.2.2 im Anhang A

mu

ner

Praes_Vernetzung.m

Script erstellt ein Figure und greift im Zuge des
auf die Function ,mapping_d1_o02.m"“ zurlck,

.FEM_Vernetzung.cdr* (siehe Kap. B.4) und
der Powerpoint-Datei ,Diplomarbeit_ HP.pp

bendtigt (siehe Kap. B.2),
MATLAB-Code siehe *.m-Datei

das Figure wird in der CorelDRAW-Datgi

weiterer Folge fur die rechte Graphik auf Folie
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B.4 CoreIDRAW-Dateien (*.cdr)

Datei-Name Beschreibung
Datei enthalt eine Graphik, die Abb. 2.1 entspr
PML.cdr und als Bild-Datei ,PML.bmp*“ exportiert wird (sieh

Kap. B.6.1)

Normalvektoren_Domaenen.cdr

Datei enthélt eine Graphik, die Abb. 2.5 entspr

.Normalvektoren_Domaenen.bmp®)

FEM_Pascal-Dreieck.cdr

Datei enthalt 2 Graphiken, die Abb. 3.1 und AbR&.
in Kap. 3.2.2 entsprechen

FEM_Lagrange-Elemente.cdr

Datei enthélt 4 Graphiken, die Abb. 3.3, Abb. 3
Abb. 3.5 und Abb. 3.6 in Kap. 3.2.3 entsprechen

FEM_gebogene_Elemente.cdr

Datei enthalt 2 Graphiken, die Abb. 3.7 und AblS.
in Kap. 3.2.4 entsprechen

FEM_Vernetzung.cdr

Datei enthalt insgesamt 4 Graphiken, von denen
oberste Abb. 3.10 entspricht, die anderen drei are
auf Folie 7 der Powerpoint — Préasentat
.Diplomarbeit_HP.ppt“ verwendet (siehe Kap. B.2

Praes_Aufbau_eines_Modells.cdf

:

Datei enthalt 7 Graphiken, die auf den Folien 3,4
6, 11, 13 und 14 der Powerpoint-Prasent

cht

e

cht
und als Bild-Datei exportiert wird (siehe Kap. B.6.

3.

3.

die

rd

on

ion

.Diplomarbeit_HP.ppt* (siehe Kap. B.2) verwendet

werden

Praes Loesung_Postprocessing.(

Datei enthélt 2 Graphiken, die auf den Folien 8 and
tdter Powerpoint-Prasentation ,Diplomarbeit_HP.ppt*

(siehe Kap. B.2) verwendet werden
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B.5 COMSOL Multiphysics-Projekte (*.mph)

Datei-Name Beschreibung

Datei enthalt jenes Simulationsbeispiel, das in.Kap

Subwoofer.mph der Diplomarbeit beschrieben wird

[ﬁatei enthélt jenes Simulationsbeispiel, das in.Kap

Eigenmoden_eines_Raumes.m Raer Diplomarbeit beschrieben wird

Datei enthalt jenes Simulationsbeispiel, das in.Kap

Hohler_Zylinder.mph der Diplomarbeit beschrieben wird

B.6 Bild-Dateien (*.bmp, *.png)

Es gibt nur eine einzige Bild-Datei, die im Rahnuéeser Arbeit erstellt wurde, abeichtin
der schriftlichen Arbeit selbst (in den beiden iagK B.1 genannten Dokumenten) vorkommit.
Diese Bild-Datei hat den Namen ,Praes_leerer Rauonttrie.png” und wird auf Folie 4
der Powerpoint-Prasentation ,Diplomarbeit_ HP.pmfwendet.

In den Tabellen dieses Kapitels ist die linke Spakch der Abbildungs-Nummer (Abb.-Nr.)
sortiert, wahrend die rechte Spalte den jeweils &bb.-Nr. zugehérigen Datei-Namen
beinhaltet. Es werden nur Abbildungen (bzw. dereamhhern) angefuhrt, bei denen
tatsachlich eine Bild-Datei erstellt wurde.

Die in diesem Kapitel aufgelisteten *.bmp-Dateierurslen mit Hilfe der Programme
MATLAB [ML], CoreIDRAW [CD] und Paint [MP], die *.mg-Dateien mit Hilfe der
Programme COMSOL Multiphysics [CM] und Paint [MR$ellt.

B.6.1 Bild-Dateien aus Kap. 2 (*.bmp)

Abb.-Nr. Datei-Name

Abb. 2.1 PML.bmp

Abb. 2.2 Schalldruck_akustischeDomaene_PML.bmp

Abb. 2.5 Normalvektoren_Domaenen.bmp
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B.6.2 Bild-Dateien aus Kap. 4 (*.png)

Abb.-Nr. Datei-Name

Abb. 4.1 CM_MW_abc_acpr.png

Abb. 4.2 CM_MW_abc_acsl.png

Abb. 4.3 CM_ModelBuilder_nach_Start.png

Abb. 4.4 CM_GraphicsFenster_Subwoofer.png

Abb. 4.5 CM_Messages_Raum.png

Abb. 4.6 CM_Kontext-Menis_physikalischelnterfacessdhriftet.png

Abb. 4.7 CM_GeometrySettings.png

Abb. 4.8 CM_Measurements_ModelBuilder.png

Abb. 4.9 CM_Measurements_Graphics.png

Abb. 4.10 | CM_OpenMaterialBrowser.png

Abb. 4.11 | CM_MaterialBrowser.png

Abb. 4.12 | CM_MaterialSettings_Air.png

Abb. 4.13 | CM_MaterialSettings_Aluminum3003-H18.png

Abb. 4.14 | CM_mechanischeDomaene_ModelBuilder.png

Abb. 4.15 | CM_mechanischeDomaene_Settings.png

Abb. 4.16 | CM_PML_ModelBuilder_acsl.png

Abb. 4.17 | CM_PML_ModelBuilder_acpr.png

Abb. 4.18 | CM_Rename_PML_ModelBuilder.png

Abb. 4.19 | CM_PML_Settings.png

Abb. 4.20 | CM_ViewMenu_ShowEquationView_beschrifiag

Abb. 4.21 | CM_GlobDefMATLABFunctions_ModelBuilder.gn
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Abb.-Nr. Datei-Name

Abb. 4.22 | CM_GlobDefMATLABFunctions_Settings.png

Abb. 4.23 | CM_EquationView_PML.png

Abb. 4.24 | CM_PML_Temperatur_Settings.png

Abb. 4.25 | CM_akustischeDomaenen_Settings.png

Abb. 4.26 | CM_FlowPointSource_ModelBuilder.png

Abb. 4.27 | CM_FlowPointSource_Settings_Graphics.png

Abb. 4.28 | CM_FixedConstraint_ModelBuilder.png

Abb. 4.29 | CM_FixedConstraint_ModelBuilder_SettinGsaphics.png

Abb. 4.30 | CM_GlobDefParameters_ModelBuilder.png

Abb. 4.31 | CM_GlobDefParameters_Settings.png

Abb. 4.32 | CM_InteriorNormalAccel_ModelBuilder.png

Abb. 4.33 | CM_InteriorNormalAccel_Settings.png

Abb. 4.34 | CM_ViewMenu_ShowMoreOptions_beschriftegp

Abb. 4.35 | CM_Ordnung.png

Abb. 4.36 | CM_GeometryShapeOrder.png

Abb. 4.37 | CM_VernetzungSubwoofer_Size.png

Abb. 4.38 | CM_VernetzungSubwoofer_ModelBuilder.png

Abb. 4.39 | CM_Vernetzung_ModelBuilder_FreeTetrahHdr&ize.png

Abb. 4.40 | CM_VernetzungSubwoofer_Sizel.png

Abb. 4.41 | CM_Studyl_Settings_Subwoofer.png

Abb. 4.42 | CM_Studyl_Settings_Raum.png

Abb. 4.43 | CM_Studyl ModelBuilder_Compute.png
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B.6.3 Bild-Dateien aus Kap. 5 (*.png)

Abb.-Nr. Datei-Name

Abb. 5.1 Subwoofer_Geometrie.png

Abb. 5.2 Subwoofer_Viertel_Geometrie.png

Abb. 5.3 Subwoofer_Netz.png

Abb. 5.4 Subwoofer_Schalldruckpegel 50Hz_yz.png

Abb. 5.5 Subwoofer_Schalldruckpegel 70Hz_xy z00§.pn

Abb. 5.6 Eigenmoden_eines_Raumes_Grundriss.png

Abb. 5.7 Eigenmoden_eines_Raumes_Netz.png

Abb. 5.8 Eigenmoden_eines_Raumes_Slice_51Hz.png

Abb. 5.9 Eigenmoden_eines_Raumes_Isosurface_83#iz.pn

Abb. 5.10 | Hohler_zylinder_Geometrie.png

Abb. 5.11 | Hohler_zylinder_Netz.png

Abb. 5.12 | Hohler_zylinder_uvw_sw__p_Farbe.png
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